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Kapitel I 
E i n f i i h r u n g 
D i e E r z e u g u n g v o n E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e n i n d e n s t a r k e n e l e k t r o m a g n e t i s c h e n 
F e l d e r n , d ie be i SchwerionenstoBen a u f t r e t e n , i s t i n den l e t z t e n zwei J a h r z e h n t e n 
ausgiebig u n t e r s u c h t w o r d e n [Gre85] . Dieser Prozef i e r m o g l i c h t es, d i e Q u a n t e n -
e l e k t r o d y n a m i k ( Q E D ) i n sehr s t a r k e n Fe ldern z u t es ten u n d d a m i t n a c h n i c h t -
p e r t u r b a t i v e n EfFekten zu suchen, w i e sie sonst i n der s t a r k e n W e c h s e l w i r k u n g vor -
herrschend s i n d . A u c h erhof f t m a n sich Aufschl i isse u b e r d i e D y n a m i k v o n Schwer-
ionenstoBen nahe der C o u l o m b - B a r r i e r e , be i denen der aus der s t a r k e n Wechsel -
w i r k u n g s t a m m e n d e T e i l des K e r n - K e r n - P o t e n t i a l s abgetaste t w i r d . D i e Ergebnisse 
entsprechender E x p e r i m e n t e b e s t a t i g t e n , daB auch i n s t a r k e n Fe ldern das h e r k o m m -
l iche B i l d der Q E D m i t e i n e m s torungs theore t i s chen V a k u u m z u t r i f F t . Jedoch e n t -
deckte m a n i n den P o s i t r o n e n s p e k t r e n bis h e u t e n i c h t e r k l a r t e S t r u k t u r e n , d ie auch 
als Konsequenz e iner m o g l i c h e n neue Phase der Q E D gedeutet w u r d e n , bis diese 
I n t e r p r e t a t i o n i n der l e t z t e n Ze i t i n den H i n t e r g r u n d t r a t . 
Das u r s p r i i n g l i c h e Interesse an der Q E D m i t schweren l o n e n e n t s t a n d aus der 
B e o b a c h t u n g , daB d ie B indungsenerg i e eines E l e k t r o n s i m Fe ld eines Kernes m i t 
einer L a d u n g s z a h l v o n 137 oder m e h r ( b z w . 173, w e n n m a n die end l i che A u s d e h -
n u n g des K e r n s u n d d ie E l e k t r o n e n a b s c h i r m u n g b e r i i c k s i c h t i g t ) d ie Masse eines 
E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e s i i be r s t e i g t ( F i g u r 1.2). M a n sagt , der E l e k t r o n e n z u s t a n d 
t a u c h t i n d ie Dirac-See e i n . D a r a u f h i n k a n n e in n i cht -phys ika l i s ches E l e k t r o n aus 
der Dirac-See i n diesen Z u s t a n d "iberwechseln u n d so zu e i n e m phys ika l i s chen E l e k -
t r o n w e r d e n , wobe i das L o c h i n der Dirac-See , das es b e i m U b e r t r i t t h i n t e r l a f i t , als 
P o s i t r o n erscheint . D u r c h die spontane E r z e u g u n g eines (oder m e h r e r e r ) Paare ver-
setzt s ich daher das h e r k o m m U c h e vacuum (d ie Leere), also j ener Z u s t a n d , i n d e m 
weder E l e k t r o n e n noch P o s i t r o n e n v o r h a n d e n s i n d , i n e inen energet isch g i i n s t i g e r e n 
Z u s t a n d . Es ist so n i c h t m e h r das quantenmechanische V a k u u m , der energet isch 
n i edr igs te Z u s t a n d , j a n i c h t e i n m a l m e h r e in E i g e n z u s t a n d des H a m i l t o n o p e r a t o r s . 
A u f g r u n d der W e c h s e l w i r k u n g m i t d e m aufieren e l e k t r o m a g n e t i s c h e n Fe ld ze r fa l l t 
es i n e inen anderen , j e nach A n z a h l der e inge tauchten Zus tande e i n oder m e h -
rere E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e e n t h a l t e n d e n Z u s t a n d . S i n d al le i n die Dirac-See e i n -
ge tauchten Z u s t a n d e a u f g e f i i l l t , ist der ents tandene neue Z u s t a n d s t a b i l , da seine 
Energ ie n i c h t we i ter v e r r i n g e r t werden k a n n , u n d hat die Eigenschaf ten eines V a k u -
ums : E r ist e in E i g e n z u s t a n d des H a m i l t o n - O p e r a t o r s m i t m i n i m a l e r Energ ie . M a n 
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h a t i h n daher das geladene Vakuum genannt . E i n ahnl iches P h a n o m e n beobachtet 
m a n i n e inem u n e n d l i c h ausgedehnten homogenen e lektr i s chen Fe ld : I n kons tanter 
Rate werden f o r t w a h r e n d E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e p r o d u z i e r t [Schwinger-Effekt), 
so d a i i das Sys tem nie e inen s t a t i o n a r e n Z u s t a n d e r r e i c h t . B e i der U n t e r s u c h u n g 
dieses Effektes s t e l l t sich heraus, das er n i cht m i t t e l s gewohn l i cher S torungstheor i e 
abgele i tet werden k a n n u n d s o m i t e in Beispiel f i i r eine ganz l i ch n i c h t - p e r t u r b a t i v e 
E r s c h e i n u n g i n der Q E D b i e t e t . 
I n e inem aui ieren Feld v e r a n d e r t sich so die S t r u k t u r des V a k u u m s . Dies u n -
terscheidet die Q E D i n auBeren s tarken Feldern v o n der g e w o h n l i c h e n s torungs -
theoret i schen Q E D , i n der das V a k u u m ein s tab i ler u n d u n s t r u k t u r i e r t e r Z u s t a n d 
i s t . A l l e r d i n g s ist diese U n s t r u k t u r i e r t h e i t eng m i t der D u r c h f i i h r b a r k e i t der Renor-
m i e r u n g v e r b u n d e n , denn auch das s torungstheoret ische V a k u u m e n t h a l t W o l k e n 
v i r t u e l l e r Te i l chen , die nur a u f g r u n d der k le inen K o p p l u n g s k o n s t a n t e q = 1/137 
n i c h t zu einer s t r u k t u r e l l e n V e r a n d e r u n g f i i h r e n . B e t r a c h t e t m a n eine Quantene -
l e k t r o d y n a m i k m i t anderer K o p p l u n g s k o n s t a n t e . so ist es n i c h t ab initio k l a r , dafi 
das s torungstheoret ische V a k u u m erha l ten b l e i b t . I n der Q u a n t e n c h r o m o d y n a m i k 
scheinen auch ohne aufiere Felder zwei Formen des V a k u u m s zu ex i s t i e ren : ein Va-
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Figur 1.2: Das E i n t a u c h e n der n iedr igs ten gebundenen Zus tande i n das 
negat ive E n e r g i e k o n t i n u u m (nach [Gre8o] ) . 
k u u m , i n d e m weder F a r b l a d u n g e n noch Farbfe lder ex i s t i e ren , d . i . der Z u s t a n d u n -
seres makroskop i s chen U n i v e r s u m s , u n d ein storungstheoret isches V a k u u m , i n d e m 
das Farb fe ld sich a h n l i c h wie das e lektromagnet i sche Feld verha l t (bis auf die a n -
dere, n icht -abe lsche E i c h g r u p p e ) . Letzteres V a k u u m v e r m u t e t m a n i n n e r h a l b der 
E l e m e n t a r t e i l c h e n auf der Ebene der Quarks und n i m m t an , daC die Grenzsch i ch l 
zwischen den V a k u a f i i r den EinschluB der farbgeladenen Quarks i n f a r b n e u t r a l e 
E l e m e n t a r t e i l c h e n v e r a n t w o r t l i c h is t . DaC dieser E insch lu f i b is lang unvers tanden 
i s t , m o t i v i e r t d ie U n t e r s u c h u n g der Zerfal ls der e l e k t r o d y n a m ' s c h e n V a k u u m s , der 
als e in n i cht - s to rungs theore t i s cher Effekt u n d in .A.nalogie m i t der Q C D auch schon 
als Phasen i ibergang bezeichnet w u r d e . 
Z w a r ex i s t i e ren keine Kerne m i t einer Ladungszah l von 173, aber i n e i n e m 
Schwerionensto f i nahe der C o u l o m b - B a r r i e r e . also bei e iner Energie , bei der sich die 
K e r n e gerade b e r i i h r e n . entsteht e in ahn l i ch starkes Fe ld . Dies f i i h r t zur Erzeugung 
u n d E m i s s i o n von Pos i t ronen aus dem Zer fa l l des V a k u u m s in diesem Bere ich . Seit 
den Siebziger J a h r e n werden Pos i t ronenspektren i n Schwerionenstof ien unter ande-
r e m a m Beschleuniger der Gesellschaft f i i r Schwerionenforschung ( G S l ) i n D a r m -
s t a d t gemessen u n d sind seit e twa 19S0 durch die F r a n k f u r t e r und andere A r b e i t e n 
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theore t i s ch g u t v e r s t a n d e n , wobe i sich herausste l l te , daJ3 d ie Paarerzeugung zwar 
n i c h t - p e r t u r b a t i v geschieht, aber die S t r u k t u r des V a k u u m s n i c h t v e r a n d e r t w i r d , 
so dai3 die L o s u n g der D i r a c - G l e i c h u n g zur Beschre ibung der EfFekte gen i i g t . Insbe -
sondere f i i h r e n S t r a h l u n g s k o r r e k t u r e n u n d d a m i t die Q u a n t i s i e r u n g der Felder u n d 
die so m d g l i c h w e r d e n d e n n i c h t l i n e a r e n EfFekte zu ke inen t i e fgre i f enden Verande -
r u n g e n . Le ider zeigen d ie Berechnungen auch , daB d ie E r z e u g u n g der P o s i t r o n e n 
hauptsachUch v o n der D y n a m i k des StoBes b e s t i m m t i s t . E r s t bei noch !ang<=ren 
StoBzeiten w i i r d e der Z e r f a l l des V a k u u m s die Pos i t ronenemiss ionen d o m i n i e r e n . 
M i t der V e r f i i g b a r k e i t v o n hoheren Energ i en i n Schwer ionenbeschleunigern , be i 
denen die K e r n e sich d u r c h d r i n g e n , s ind Fragen nach der N a t u r der K e r n m a t e r i e u n d 
nach der E x i s t e n z einer m o g l i c h e n neuen Phase der Q C D , d e m Q u a r k - G l u o n - P l a s m a , 
i n den V o r d e r g r u n d g e r i i c k t . Daneben l i e fern die s t a r k L o r e n t z - k o n t r a h i e r t e n elek-
t r o m a g n e t i s c h e n Felder eine der s t a r k s t e n b e k a n n t e n Q u 3 l ] e n an hochenerget ischen 
P h o t o n e n u n d e r l a u b e n eine U n t e r s u c h u n g der Z w e i - P h o t o n e n - P h y s i k bei sehr ho-
hen E n e r g i e n [Ver89] . Dies t r i f f t insbesondere zu bei den sich schon i m B e t r i e b 
be f ind l i chen r e l a t i v i s t i s c h e n Schwer ionen-Beschleunigern w i e d e m SPS i n Genf u n d 
den i n e in igen J a h r e n ver f i i gbaren Schwer ionen-Beschleunigern wie d e m Large Ha-
dron Collider, ebenfal ls i n Genf , d e m Reiativistic Heavy Ion Collider i n B r o o k h a v e n , 
N . Y . , u n d d e m gep lanten Superconducting Supercollider i n Texas. 
D a b e i s i n d zwei Ef fekte k l a r zu unterscheiden: Z u m e inen t r a g t j ede Ladungsver -
t e i l u n g i m V o r s t e l l u n g s b i l d eine W o l k e v i r t u e l l e r P h o t o n e n , die die C o u l o m b - K r a f t 
v e r m i t t e l n m i t . Bewegt sich die L a d u n g s v e r t e i l u n g , so n i m m t sie diese P h o t o n e n 
m i t s ich. D u r c h die re la t iv i s t i s che Bewegung erscheinen die i m R u h e s y s t e m v i r -
t u e l l e n P h o t o n e n als fast reelle P h o t o n e n u n d konnen d u r c h P h o t o n - P h o t o n - S t o B e 
Te i l chen erzeugen (direkte Paarerzeugung [ L a n 3 4 ] ) . I m Unters ch i ed dazu u m f a B t 
die Bremsstrahlung v i r t u e l l e u n d reelle P h o t o n e n , die a u f g r u n d der A b b r e m s u n g 
des Kernes b e i m StoB ausgesandt werden . Diese P h o t o n e n entstehen sekundar auf-
g r u n d einer p r i m a r e n W e c h s e l w i r k u n g des e inen K e r n s m i t e inem P h o t o n v o m an -
deren K e r n ; i h r A u f k o m m e n ist daher auch von der Masse des K e r n s abhang ig . 
Rechnungen zeigen, daB die re la t iv i s t i s che Massenzunahme der K e r n e diesen Ef fekt 
i n u l t r a r e l a t i v i s t i s c h e n p e r i p h e r e n StoBen u n t e r d r i i c k t [Sof91]. Bei z e n t r a l e n StoBen, 
wo die A b b r e m s u n g a u f g r u n d der s tarken W e c h s e l w i r k u n g geschieht, ist dieser Ef-
fekt dagegen b e d e u t s a m u n d w u r d e in tens iv von der GieBener G r u p j ) e u n t e r s u c h t 
LipBS, L i p 8 9 , L i p 9 1 , BauQOc, B a u Q l a ] . 
A u c h der Mechan i smus der d i r e k t e n Paarerzeugung verander t uch b e i m Uber -
gang zu r e l a t i v i s t i s c h e n u n d u l t r a r e l a t i v i s t i s c h e n Energ ien . D ie E r z e u g u n g geschieht 
n i c h t m e h r , w ie es bei den n iedr igen Energ ie an der C o u l o m b - B a r r i e r e erhof f t w u r d e , 
d a d u r c h , daB a u f g r u n d der r e l a t i v langen Ze i tdauer eines i i b e r k r i t i s c h e n Feldes 
das V a k u u m z e r f a l l t , sondern die W e c h s e l w i r k u n g w i r d (auch a u f g r u n d der s tar -
ken L o r e n t z - K o n t r a k t i o n ) so i n t e n s i v , daB die Paare a h n l i c h wie bei der Paarerzeu-
gung d u r c h 7 - Q u a n t e n i n K e r n f e l d aus d e m V a k u u m geschlagen werden ( d i r e k t e 
Paarerzeugung) . D ie theoret ische Beschre ibung vere infacht sich d a d u r c h u n d kann 
m i t t e l s s torungstheoret i scher M e t h o d e n [BerSS, Bec86a, Dec91a, Dec91b] u n d i n 
Feynmanscher Storungstheor ie [Bot89] v o r g e n o m m e n werden , l e t z t l i c h auch d u r c h 
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W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e t h o d e n [Fer24, W i l 3 3 , B u d 7 5 , Ber89 , E i c90 ] , die f i i r solche 
S i t u a t i o n e n e n t w i c k e l t w o r d e n s ind . 
A u f g r u n d der hohen Energ ien der vorhandenen P h o t o n e n ist i n den le tz -
t e n J a h r e n die Frage nach der e lektromagnet i s chen E r z e u g u n g schwerer L e p t o n e n 
;Bau87, Bot90 ] u n d exotischer Te i l chen [Sof89, G r e 9 1 , So f91 , V i d 9 1 ] i n den V o r -
d e r g r u n d des Interesses g e r i i c k t . D a die e lektromagnet ische E r z e u g u n g auch u n d 
gerade i n Stof ien, be i denen die K e r n e sich n i c h t b e r i i h r e n , s t a t t f i n d e t , ve rme ide t 
m a n d o r t den sonst vo rhandenen U n t e r g r u n d v o n a u f g r u n d der s tarken Wechse lwir -
k u n g erzeugten Te i l chen . E l e k t r o n - P o s i t r o n - C o U i d e r n b i e t e n den gleichen V o r t e i l , 
Schwerionenstofie soUten aber a u f g r u n d der hoheren L a d u n g Ze der K e r n e eine 
V e r s t a r k u n g u m den F a k t o r Z'^ b r i n g e n . Le ider ist dieser V e r s t a r k u n g s f a k t o r n i c h t 
voU ausnutzbar , da die zentra len Stofie aus d e m G e s a m t w i r k u n g s q u e r s c h n i t t ausge-
schlossen werden miissen [Sof89 . 
W e i t e r besteht an der Erzeugung v o n E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e n bei r e l a t i v i s t i -
schen u n d u l t r a r e l a t i v i s t i s c h e n Energ ien v o m e x p e r i m e n t e l l e n S t a n d p u n k t das I n t e r -
esse, e inen k o r r e k t e n W i r k u n g s q u e r s c h n i t t f i i r die Paarerzeugung zu e r h a l t e n . Dies 
e rmog l i ch t es d a n n , k o r r e k t e Abschatzungen des U n t e r g r u n d s d u r c h Paarerzeugung 
u n d des Strahlver lustes d u r c h E i n f a n g v o n E l e k t r o n e n anzugeben. Schlief i l ich laf i t 
sich e in Z u s a m m e n h a n g zwischen der A n z a h l der erzeugten Paare u n d d e m Stof ipa-
r a m e t e r des Schwerionenstofies herste l len . 
W e n n m a n f r a g t , w ie grofi die Wahrsche in l i chke i t i s t , i n e i n e m Stofi e in E l e k t r o n -
Pos i t ron -Paar aus d e m V a k u u m zu erzeugen, so s te l l t sich heraus, dafi die s torungs-
theoret ische Erzeugungswahrsche in l i chke i t we i t grofier als F i n s w i r d [Ber88] ( F i -
gur 1.3). A u c h der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t ve r l e t z t i n seiner ln~^ 7 - A b h a n g i g k e i t den 
Fro i s sar t -L imes [Fro61] , der den A n s t i e g des W i r k u n g s q u e r s c h n i t t s a u f g r u n d der 
ana ly t i s chen Eigenschaften der S t r e u a m p l i t u d e auf In'^ 7 b e s c h r a n k t . Dies m u f i als 
Z u s a m m e n b r u c h der Storungsrechnung gedeutet werden . Insbesondere k a n n die E r -
zeugungswahrsche in l i chkei t n i ch t ohne weiteres als M u l t i p h z i t a t i n t e r p r e t i e r t werden 
(also als A n z a h l der erzeugten Paare u n d n i ch t als die W a h r s c h e i n l i c h k e i t , e in Paar zu 
erzeugen) ; die E r z e u g u n g mehrerer Paare ist jewei ls m i t anderen F e y n m a n - G r a p h e n 
v e r b u n d e n . V i e l m e h r m u f i davon ausgegangen werden , dafi i n Storungstheor ie die 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t i i berschatz t w i r d . 
Diese A r b e i t beschaft igt sich d a m i t , e inen Ausweg aus diesem P r o b l e m zu finden 
u n d die k o r r e k t e n Paarerzeugungswahrsche in l i chke i ten u n d - m u l t i p l i z i t a t e n anzuge-
ben . D a b e i b i e te t sich die M o g l i c h k e i t , die Q u a n t i s i e r u n g des E lektronenfe ldes , die 
Voraussetzung f i i r d ie Erzeugung v o n Paaren i s t , u n d i h r e I m p l i k a t i o n e n i n einer 
sehr e infachen Fe ldtheor ie zu s tud ieren . D ie M o t i v a t i o n dieser A r b e i t l i egt s o m i t 
n i c h t n u r i n der e x p e r i m e n t e l l e n Relevanz der m u l t i p l e n Paarerzeugung , sondern 
auch i n der Heraus f o rderung , eine k o r r e k t e fe ldtheoret ische Beschre ibung d a f i i r zu 
finden. 




F i g u r 1 3 : Die e+e" -Paarerzeugungswahrscheinl i chkei t be i e inem Sto&-
parameter von 400 f m f i i r St6i3e von U r a n auf U r a n u n d K a l z i u m auf 
K a l z i u m i n Abhang igke i t des L o r e n t z - F a k t o r s 7 ( F i g u r 5 aus [Ber88] ) . 
F i i r Energien von mehr als e twa 500 G e V / N u k l e o n ( U r a n auf U r a n ) 
i iberschre i tet sie selbst bei diesem groBen A b s t a n d den W e r t eins. 
Problemstellung 
F i g u r L 4 zeigt das physikalische B i l d der Paarerzeugung aus d e m V a k u u m d u r c h 
e lektromagnet ische Felder: D u r c h die Wechse lw i rkung w i r d e in E l e k t r o n aus der 
Dirac-See i n das K o n t i n u u m pos i t iver Energie angehoben, wo es als physikalisches 
E l e k t r o n u n d das i n der Dirac-See entstehende Loch als Pos i t ron erscheint . Die 
Ubergangsrate zwischen den Zustanden . also der A n t e i l der aus e i n e m Z u s t a n d i n 
einen anderen i ibergehenden Tei l chen, w i r d d u r c h die W e c h s e l w i r k u n g b e s t i m m t . 
(Diese Beschreibung vereinfacht das P r o b l e m etwas, da j e d e m Tei l chen e igent l i ch 
eine W e l l e n f u n k t i o n zugeordnet werden m i i B t e , so dafi es sich g le i chze i t ig i n mehre-
ren Zustanden aufhal ten kann. ) I m V a k u u m z u s t a n d s ind die i n der Dirac-See l ie -
genden Zustande g e f i i l l t , die anderen leer. I m Laufe der W e c h s e l w i r k u n g e n t v o l k e r n 
sich die unteren Zustande, w a h r e n d die oberen bevo lker t werden . U m die A n z a h l 
der von e inem Ausgangs- i n einen E n d z u s t a n d ubergehenden Tei l chen zu e inem Ze i t -
p u n k t zu kennen, muf i m a n wissen, wie s tark der Ausgangszustand gerade bevo lker t 
i s t , denn die Wechse lwirkung schreibt nur den Anteil vor , der i n den anderen Z u -
s tand i ibergeht . Je leerer die unteren Zustande werden , desto weniger Tei lchen 
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gehen i n das obere K o n t i n u u m i iber . Storungstheor ie bedeute t , a n z u n e h m e n , dai3 
die B e v o l k e r u n g der Zus tande sich n u r u m wenige Prozent a n d e r t , so dafi die A n -
zah l der i ibergehenden Te i l chen v o n der gegenwart igen B e v o l k e r u n g des Zustands 
u n a b h a n g i g ist u n d es gen i i g t , die Ubergangsraten i iber die Ze i t au fzu integr i e ren , 
u m die gesamte Ubergangswahrsche in l i chke i t zu e r h a l t e n . W e n n e in Z u s t a n d aber 
s tark e n t v o l k e r t w i r d , i i bers chatz t m a n d a m i t die Wahrsche in l i chke i t ; i n W i r k h c h -
ke i t ist sie n i edr iger , w e l l der Z u s t a n d schon n i c h t m e h r v o l l ge f i i l l t i s t . Andererse i ts 
vernachlassigt m a n auch , dafi E l e k t r o n e n , die i n einen anderen Z u s t a n d gehoben 
werden , i n we i tere , hoher l iegende Zustande i ibergehen u n d d a m i t schlief i l ich i n 
e i n e m multi-step-Vvoze^ das K o n t i n u u m pos i t iver Energ ie erreichen k o n n e n . E i n 
solches P h a n o m e n w i r d bei n i edr igen Kol l i s ionsenerg ien t a t s a c h l i c h beobachtet u n d 
f i i h r t e zur E n t w i c k l u n g des Formal i smus der gekoppelten Kandle. 
I m Fal le u l t r a r e l a t i v i s t i s c h e r Stofie b i e te t sich die E n t v o l k e r u n g der Dirac-See als 
eine Ursache f u r die z u grofie Paarerzeugungswahrschein l i chkei t . Daher war es nahe-
l iegend , zunachst eine n i c h t - p e r t u r b a t i v e L5sung der D i r a c - G l e i c h u n g zu erwagen, 
wie sie d u r c h die gekoppe l ten K a n a l e mog l i ch i s t . B e i den hohen E n e r g i e n , u m 
die es sich h ier h a n d e l t , ist a l lerdings eine sinnvoUe E n t w i c k l u n g i n a t o m a r e E igen -
f u n k t i o n e n , w ie sie be i n i edr igen Energ ien i m R a h m e n einer D r e h i m p u l s e n t w i c k l u n g 
d u r c h g e f i i h r t v / i r d , n i c h t m o g l i c h . E ine reduz ier te B e h a n d l u n g m i t t e l s genaherter 
E i g e n f u n k t i o n e n scheiterte a m u n v e r t r e t b a r e n Rechenaufwand. 
A u f der anderen Seite w u r d e die Frage nach der Erzeugung mehrerer Paare u n d 
der M u l t i p l i z i t a t s v e r t e i l u n g e r d r t e r t . I n Ana log i c zur Emiss i on v o n P h o t o n e n aus 
e i n e m klassischen S t r o m w u r d e vorgeschlagen [Bau89, BauQOa, B a u 9 0 b , Rho91 ] , dafi 
sich die W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n f i i r die Erzeugung mehrerer E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e 
aus e i n e m klassischen e lektromagnet i schen Fe ld gemafi einer Po i sson -Ver te i lung 
ergeben, deren M i t t e l w e r t d u r c h die s torungstheoret i sch berechnete E i n - P a a r -
Wahrsche in l i chke i t gegeben w i r d . 
Diese A r b e i t gre i f t den Faden der E n t w i c k l u n g an dieser Stel le auf. A u f g r u n d 
eines besseren Vers tandn is der Paarerzeugung i m aufieren Feld w u r d e d e u t l i c h , dafi 
das P r o b l e m t a t s a c h l i c h n i c h t p r i m a r i n der Losung der D i r a c - G l e i c h u n g lag . V i e l -
m e h r m u f i d ie A r t u n d Weise, Paarerzeugungswahrsche in l i chke i ten zu berechnen, 
m o d i f i z i e r t werden , wie dies i n der Theor i e der Q E D m i t e i n e m i n s t a b i l e n V a k u u m 
F r a 9 1 , 01e79, K o l 8 9 , M a k 7 8 , Gav90] gemacht w i r d . F i g u r 1.5 zeigt dies i m R a h -
m e n v o n F e y n m a n - G r a p h e n : n i c h t n u r die hoheren O r d n u n g e n i n der Losung der 
D i r a c - G l e i c h u n g (a) miissen zur Bese i t igung der U n i t a r i t a t s v e r l e t z u n g ber i i cks i ch t ig t 
werden , sondern auch die mehrfache Paarerzeugung ( b ) . A u s diesen Uber l egungen 
la f i t sich n i c h t n u r die Po isson-Verte i lung h e r l e i t e n , sondern auch a r g u m e n t i e r e n , 
dafi i h r E r w a r t u n g s w e r t die U n i t a r i t a t verletzende E in -Paar -Wahrsche inUchke i t i s t , 
w ie m a n sie aus e i n e m F e y n m a n - G r a p h e n berechnet . 
D i e h e r k o m m l i c h e Beschre ibung des Paarerzeugungsprozesses basiert auf einer 
s torungstheoret i schen Losung der Operatorg le i chungen , die sich ergeben, w e n n m a n 
i n Ana log i e zur n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n Q u a n t e n m e c h a n i k das D i r a c - F e l d d u r c h einen 
Fe ldoperator ersetzt . Andererse i ts ist es n i ch t n o t w e n d i g , d ie voi le Q E D zu b e t r a c h -
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j ^ E n e r g i e 
Figur 1.4: Paarerzeugung aus der Dirac-See. I m gezeigten B i l d werden 
zwei E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e erzeugt. 
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Figur 1.5: (a) D ie hoheren O r d n u n g e n i n der W e c h s e l w i r k u n g einer E l e k -
t r o n l i n i e m i t den K e r n e n . (b) D ie mehrfache Paarerzeugung. 
t e n . Zunachst kann m a n die K e r n e als klassische Tei l chen b e t r a c h t e n u n d daher 
die W e c h s e l w i r k u n g m i t ihnen als Wechse lwirkung m i t e i n e m d u r c h die klassische 
K e r n t r a j e k t o r i e vorgegebenen e lektromagnet ischen Feld . So werden die den K e r -
nen zugeordneten L i n i e n i n den F e y n m a n - D i a g r a m m e n d u r c h aufiere Felder ersetzt . 
Z u m zwe i ten kann m a n f i i rs erste die e lektromagnet ische W e c h s e l w i r k u n g zwischen 
E l e k t r o n e n u n d Pos i tronen vernachlassigen. Dies ist zulassig, w e l l der H a u p t e f f e k t 
die Erzeugung der Tei lchen i s t , f i i r die diese sogenannte final s i a i e - W e c h s e l w i r k u n g 
wahrsche in l i ch unerheb l i ch ist (Wechse lwirkungen zwischen den erzeugten Te i l chen 
u n d den K e r n e n s ind d a m i t noch n i cht ausgeschlossen). A l l e r d i n g s w i r d sich heraus-
s te l l en , dafi auch sehr viele Paare i n e inem einzelnen Stofi erzeugt werden k o n n e n , 
so dafi d ie Wechse lw i rkung der Paare untere inander u n d die daraus resu l t i e renden 
k o l l e k t i v e n Effekte eine grofiere Rol le spielen konnen . 
I m F e y n m a n - G r a p h e n bedeuten diese N a h e r u n g e n , dafi m a n Emiss i on u n d A b -
s o r p t i o n v i r t u e l l e r Pho tonen d u r c h die E l e k t r o n e n vernachlassigt ; das S t rah lungs fe ld 
steht also n i c h t i n Wechse lw i rkung m i t d e m E l e k t r o n e n f e l d , u n d m a n spr i cht daher 
v o n nicht-radiativer QED. .Auf diese A r t u n d Weise schliefit m a n auch S t rah lungs -
k o r r e k t u r e n i n F o r m von Erzeugung u n d V e r n i c h t u n g v i r t u e l l e r Te i l chen aus, v o n 
denen m a n a u f g r u n d der E r f a h r u n g e n aus f rnheren Rechnungen u n d a u f g r u n d der 
k u r z e n Wechselwirkungszei t i n u l t r a r e l a t i v i s t i s c h e n Stofien keinen grofien B e i t r a g 
e r w a r t e t . D ie verble ibenden F e y n m a n - G r a p h e n bestehen daher n u r aus E l e k t r o n e n -
Hnien u n d Wechse lwirkungen m i t dem aufieren Feld ( F i g u r 1.6). 
Diese nicht-radiative QED im aufieren Feld sol lte der n i c h t - q u a n t i s i e r t e n D i r a c -
12 I . Einfiihrung 
Figur 1.6: D ie verbundenen Feynman-Graphen der n i c h t - r a d i a t i v e n Q E D 
i m aul^eren Feld bestehen aus den Fermionenl in ien u n d ihren Wechsel-
w i r k u n g e n m i t dem aufieren Feld . D a die Fermionen l in ien n i cht m i t e i n -
ander wechselwirken konnen , s ind die hoheren Greenschen F u n k t i o n e n 
u n v e r b u n d e n . 
G le i chung entsprechen, u n d tatsachl i ch lassen sich die verschiedenen F e y n m a n - G r a -
p h e n m i t der S t d r u n g s e n t w i c k l u n g der D i rac -G le i chung i m aufieren Feld ident i f i z ie -
r e n : E ine E l e k t r o n e n h n i e , die n - m a l m i t dem aufieren Feld w e c h s e l w i r k t , entspr i cht 
der n - t e n N a h e r u n g f i i r die Propagat i on eines Dirac-Tei lchens i n e inem aufieren Feld . 
Fafit m a n alle Wechse lwirkungen des aufieren Feldes an einer E l e k t r o n e n h n i e i n e i -
n e m exakten Propagator zusammen, so bestehen die mogl i chen F e y n m a n - G r a p h e n 
n u r noch aus K o m b i n a t i o n e n von exakten Propagatoren . D ie n i c h t - r a d i a t i v e Q E D 
b ie te t d a m i t eine von den EfFekten der Fe ldquant i s ierung ( S t r a h l u n g s k o r r e k t u r e n ) 
freie T h e o r i e , i n der die V ie l t e i l chen -Aspekte von Quanten fe ld theor i en s t u d i e r t wer-
den k o n n e n . 
Daher erhebt sich die Frage, wie die P r o d u k t i o n von E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e n 
i m R a h m e n der D i r a c - G l e i c h u n g vers tandl i ch werden kann . I m einfachsten Falle 
i d e n t i f i z i e r t m a n Paarerzeugung m i t der Streuung eines E l e k t r o n s negat iver Energie 
i n das pos i t i ve K o n t i n u u m , was aber noch n i cht die Beschre ibung mehrfacher Paar-
erzeugung ges tat te t . Diracs Locher -Theor ie b ietet einen besseren A n s a t z p u n k t , sie 
w i r d aber i n der Quanten fe ld theor ie wegen ihrer Divergenzen e x p l i z i t verwor fen . 
Diese Frageste l lung w i r d auch durch die P f a d i n t e g r a l - Q u a n t i s i e r u n g des e l ektro -
magnet ischen Feldes m o t i v i e r t . D a die Lagrange -Dichte der n i c h t - r a d i a t i v e n Q E D 
quadrat i s ch i m E l e k t r o n e n f e l d i s t , kann das P fad in tegra l ausgef i ihrt werden. M a n 
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e r h a l t so e inen e x p l i z i t e n A u s d r u c k f i i r das generierende F u n k t i o n a l der Greenschen 
F u n k t i o n e n (oder n - P u n k t - F u n k t i o n e n ) , das sonst n u r p e r t u r b a t i v i m R a h m e n der 
F e y n m a n - G r a p h e n berechnet werden k a n n . V o m S t a n d p u n k t der Q u a n t i s i e r u n g 
sol l te die T h e o r i e also t r i v i a l sein, u n d zu i h r e r Losung die Losung der D i r a c -
Gle i chung ausreichen. Daher f a k t o r i s i e r e n auch alle hoheren Greenschen F u n k t i o -
nen , d . h . , sie bestehen aus sich n i c h t kreuzenden E l e k t r o n e n l i n i e n , die jewei ls n u r 
m i t d e m auBeren Fe ld wechse lwirken. I n diesem Sinne k a n n das folgende als eine 
Fa l l s tud ie zur Bez iehung zwischen der P f a d i n t e g r a L Q u a n t i s i e r u n g u n d i h r e r I n t e r -
p r e t a t i o n als V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e vers tanden werden . 
D i e P f a d i n t e g r a l - Q u a n t i s i e r u n g i m p l i z i e r t zunachst n i c h t w ie die kanonische 
Q u a n t i s i e r u n g die Ex i s tenz eines Fock -Raums u n d d a m i t einer T e i l c h e n - I n t e r p r e -
t a t i o n einer Fe ldtheor ie . Sie b i e te t a l l e in eine V o r s c h r i f t zur Berechnung der 
Greenschen oder n - P u n k t - F u n k t i o n e n (den K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n e n eines e u k l i d i -
schen P f a d i n t e g r a l s ) . W i r werden aber sehen, daB die aus d e m P f a d i n t e g r a l berech-
neten n - P u n k t - F u n k t i o n e n m i t j enen i i b e r e i n s t i m m e n , die m a n aus einer der D i r a c -
See entsprechenden V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e e r h a l t . Dies r e c h t f e r t i g t es, d ie Dirac-See 
t r o t z i h r e r b e k a n n t e n fe ldtheoret ischen U n z u l a n g l i c h k e i t als Modell der Q E D aufzu -
fassen u n d i n i h r e m R a h m e n aus den n - P u n k t - F u n k t i o n e n der n i c h t - r a d i a t i v e n Q E D 
die P a a r e r z e u g u n g s a m p l i t u d e n zu berechnen. 
Gliederung 
D i e A r b e i t g l i eder t sich i n dre i Tel le . Der erste befaBt sich d a m i t , A u s d r i i c k e f i i r 
die M u l t i p h z i t a t s v e r t e i l u n g der E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e u n d schlieBlich i h r e F o r m 
als eine Po i s son -Ver te i lung herzu le i t en . D a z u w i r d e in neuer Zugang verwendet : 
A n s t e l l e m i t O p e r a t o r e n u n d deren Bewegungsgleichungen zu a r b e i t e n , w i r d der 
P f a d i n t e g r a l - F o r m a l i s m u s angewandt , u m A u s d r i i c k e f i i r die n i cht - s torungstheore -
t i s chen n - P u n k t - F u n k t i o n e n der Q E D i m auBeren Feld zu e r h a l t e n u n d d a m i t die 
Q u a n t i s i e r u n g d u r c h z u f i i h r e n . Dies ist n o t w e n d i g , da der V i e l t e i l c h e n - A s p e k t n u r 
i n einer q u a n t i s i e r t e n T h e o r i e k o r r e k t zutage t r i t t . D i e so berechneten n - P u n k t -
F u n k t i o n e n d ienen z u m A u f b a u einer V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e der Dirac-See, m i t deren 
H i l f e schlieBhch al le A m p l i t u d e n u n d Observablen aus der E i n - T e i l c h e n - ^ - M a t r i x be-
rechnet werden k o n n e n , die m a n aus der Losung der D i r a c - G l e i c h u n g e r h a l t . Diese 
Ergebnisse s ind auch aus der kanonisch q u a n t i s i e r t e n Q E D a b l e i t b a r , aber die D a r -
s t e l l u n g m i t t e l s eines P fad integra l s , die eine Reihe f o r m a l e r E ins i ch ten b i e t e t , ist 
neu . I m besonderen s te l l t sich die Frage nach d e m Untersch ied zwischen einer q u a n -
t i s i e r t e n u n d einer klassischen Theor i e als L e i t t h e m a heraus, d e n n die Q E D i m 
aufieren Fe ld e n t h a l t wegen der Vernachlassigung des dynamischen Maxwel l -Fe ldes 
keine Q u a n t e n k o r r e k t u r e n u n d erscheint so als klassische T h e o r i e (daher heif ien die 
Q u a n t e n k o r r e k t u r e n der Q E D S t r a h l u n g s k o r r e k t u r e n ) . 
I m zwe i ten T e i l werden die M u l t i p l i z i t a t e n i n n iedr igs ter N a h e r u n g d u r c h A u s -
w e r t e n der E i n - T e i l c h e n - S ' - M a t r i x berechnet . A l s M e t h o d e n werden Storungstheor ie 
m i t verzerr ten K o n t i n u u m s w e l l e n sowie die A u s w e r t u n g des n i edr igs ten F e y n m a n -
G r a p h e n (zwei v i r t u e l l e P h o t o n e n aus d e m K e r n f e l d erzeugen e in Paar ) b e t r a c h t e t . 
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Schliefi l ich w i r d aus l e t z t e r e m eine Sto f iparameter -abhangige Weizsacker -Wi lHams-
M e t h o d e herge le i tet . A l s Ergebnis w i r d die P a a r - M u l t i p l i z i t a t als F u n k t i o n des 
Stof iparameters angegeben, e in Ergebnis , daf i , zumindes t f i i r k le ine Sto f iparameter , 
noch n i c h t bekannt war . D i e hergeleitete W e i z s a c k e r - W i U i a m s - M e t h o d e eignet sich 
f i i r bel iebige Zwei-Photonen-Prozesse , w ie a m Beispie l der Higgs -Erzeugung [ V i d 9 1 
gezeigt w i r d . 
I m d r i t t e n T e i l w i r d das L e i t t h e m a des ersten, die Q u a n t i s i e r u n g u n d der U n -
terschied zur klassischen T h e o r i e , wieder aufgegrifFen, aber auf t ieferer Ebene. Es 
w i r d eine M o g l i c h k e i t untersucht , die D i r a c - G l e i c h u n g a u f g r u n d einer E n t w i c k l u n g 
u m die klassische Bewegung zu losen. Dies geschieht i m R a h m e n des Wignerschen 
P h a s e n r a u m - F o r m a l i s m u s , wie er i n diesem Z u s a m m e n h a n g v o n B i a l y n i c k i - B i r u l a , 
G o r n i c k i u n d Rafe lsk i [Bia91] vorgeschlagen w u r d e . Diese B e h a n d l u n g ist j i i n g s t e n 
D a t u m s u n d i n ihrer I n t e r p r e t a t i o n noch u n g e k l a r t ; daher w i r d als e infachster F a l l 
die Erzeugung spinloser Bosonen i n e inem aufieren Feld u n t e r s u c h t . Ma.n erha l t 
eine P h a s e n r a u m - G l e i c h u n g , die auch P a a r p r o d u k t i o n umfassen soi l . A u s der we i -
t e ren U n t e r s u c h u n g dieser Gle i chung erhofft m a n sich, w e n n auch n i c h t Aufschli isse 
i i ber e lektromagnet ische Paarerzeugung i n Schwerionenstof ien, so doch e in besseres 
Vers tandnis des a l lgemeinen Paarerzeugungsmechanismus, w ie er heute z .B. i n der 
Q C D - S t r i n g - T h e o r i e w i c h t i g i s t . 
'Alright', said Deep Thought. 'The Answer to 
the Great Question .. . ' 
'Yes...!' 
'Of Life, the Universe and Everything... ' 
said Deep Thought. 
'Yes...!' 




'Forty-two', said Deep Thought, with infi-
nite majesty and calm. 
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Kapitel II 
Feldtheoretische Grundlagen 
II. 1 Quantisierung 
I I . 1 . 1 D i e L a g r a n g e - D i c h t e 
W e n n w i r v o n Q u a n t i s i e r u n g sprechen, unters te l l en w i r , daJ3 es z u einer Fe ld theor ie 
eine n i c h t - q u a n t i s i e r t e , also i n diesem Sinne klassische T h e o r i e g i b t . I m Fal le des 
Photonenfeldes ist das die E l e k t r o d y n a m i k m i t der M a x w e l l - G l e i c h u n g , i m Falle 
des Elektronenfe ldes die re la t iv i s t i s che Q u a n t e n m e c h a n i k m i t der D i r a c - G l e i c h u n g 
als „klassische" Bewegungsgle ichung. E ine klassisches Feld (f){x) w i r d d u r c h seine 
L a g r a n g e - D i c h t e C u n d die daraus fo lgenden Eu le r -Lagrange -G le i chungen 
dC ^ dC ^ 
als Bewegungsgle ichungen beschrieben. Diese Beschre ibung , die Lagrangesche, h a t 
i m Gegensatz zur H a m i l t o n s c h e n Beschre ibung den V o r t e i l , e x p l i z i t r e l a t i v i s t i s c h 
i n v a r i a n t zu sein, denn C ist e in Lorentz -Ska lar . 
D i e F o r m v o n C u n d die F o r m des Feldes ^ ergeben sich aus I n v a r i a n z i i b e r l e -
gungen . Insbesondere k a n n das Feld (j) nach den D a r s t e l l u n g e n der L o r e n t z - G r u p p e 
klass i f iz iert werden . Freie Felder zeichnen sich d a d u r c h aus, dafi sie eine l ineare ho-
mogene Bewegungsgle ichung haben , u n d daher eine quadrat i sche L a g r a n g e - D i c h t e . 
A u s den mog l i chen b i l i n e a r e n I n v a r i a n t e n v o n D a r s t e l l u n g e n der L o r e n t z - G r u p p e f i n -
det m a n so die m o g l i c h e n fre ien Felder, v o n denen i m a l lgemeinen das skalare K l e i n -
G o r d o n - F e l d , das sp inor ie l l e D i r a c - F e l d , das vektor i e l l e masselose M a x w e l l - F e l d u n d 
das massive V e k t o r f e l d zur D a r s t e l l u n g v o n V e k t o r t e i l c h e n w i e den Eichbosonen der 
schwachen W e c h s e l w i r k u n g u n d den Mesonen A n w e n d u n g f i n d e n . W e c h s e l w i r k u n -
gen zwischen den Fe ldern werden d u r c h T e r m e hoherer O r d n u n g e i n g e f i i h r t ; die 
F o r m der W e c h s e l w i r k u n g e rg ib t sich aus der F o r d e r u n g nach L o r e n t z - I n v a r i a n z . 
A u f diese Weise w i r d m a n zur A l g e b r a der S t r o m e g e f i i h r t . 
W e i t e r e B e d i n g u n g e n an die Lagrange -D i ch te fo lgen aus der T h e o r i e der Y a n g -
M i l l s - oder Eichfe lder [ M o r 8 3 , Cha84 , B a i 8 6 ] . I n diesem F a l l untersche idet m a n 
Te i l chen ( z . B . L e p t o n e n u n d Q u a r k s ) u n d W e c h s e l w i r k u n g e n zwischen diesen, die 
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d u r c h Eichfe lder i i b e r t r a g e n werden . D ie Felder der Tei l chen werden als Dirac -Fe lder 
angenonamen u n d t r a n s f o r m i e r e n sich n i ch t n u r u n t e r der L o r e n t z - G r u p p e , sondern 
auch u n t e r einer lokalen E i c h g r u p p e , die der W e c h s e l w i r k u n g entspr i ch t . A u f diese 
Weise w i r d m a n auf eine Lagrange -Di chte g e f i i h r t , die als freie Felder die Te i l chen-
felder u n d die Eichfe lder e n t h a l t u n d deren Wechse lw i rkungs te rme sich aus der E i c h -
g r u p p e (minimale eichinvariante Ankopplung) e r g i b t . D ie S t r u k t u r der T h e o r i e fo lgt 
d a n n a l l e in aus der A n g a b e der Tei lchenfelder u n d der b e n u t z t e n E i c h g r u p p e . I m 
Falle der E l e k t r o d y n a m i k ist dies die {7 (1 ) -Gruppe der P h a s e n t r a n s f o r m a t i o n e n , f i i r 
die schwache W e c h s e l w i r k u n g die SU{2), die die speziellen u n i t a r e n M a t r i x t r a n s -
f o r m a t i o n e n i n zwei D imens i onen e n t h a l t , u n d f i i r die s tarke W e c h s e l w i r k u n g die 
SU{3). I n der strengsten F o r m u h e r u n g muB die Lagrange -D i ch te e i ch invar iant sein, 
was dazu f i i h r t , daB die Tei lchenfelder keine Masse haben k o n n e n . I m R a h m e n der 
T h e o r i e spontaner S y m m e t r i e b r e c h u n g k a n n diesen Fe ldern d u r c h die K o p p l u n g an 
ein Higgs -Fe ld eine ef fektive Masse ver l iehen werden [Hal84 , M o r 8 3 , Par87] . 
A u f diese A r t u n d Weise k a n n die Lagrange -Di chte aus e inigen ersten Prinzi-
pien k o n s t r u i e r t werden , deren A n z a h l m a n n a t i i r l i c h mog l i chst ger ing h a l t e n w i l l . 
A m erfo lgreichsten ist die E ich fe ldtheor ie i n der vere inhe i t l i ch ten elektroschwachen 
W e c h s e l w i r k u n g u n d i n der Q u a n t e n c h r o m o d y n a m i k , wenn auch beide n i c h t i m 
R a h m e n einer einzigen T h e o r i e vere in igt s ind u n d die M o d e l l e noch eine Reihe von 
P a r a m e t e r n e n t h a l t e n . A u c h m a c h t die B e h a n d l u n g der verb le ibenden f u n d a m e n t a -
len K r a f t , der G r a v i t a t i o n , Schwier igke i ten . 
A u f g r u n d der Tatsache, dafi sie aus Invar ianz i iber l egungen a b l e i t b a r i s t , ist die 
Lagrange -Di chte e in a t t r a k t i v e s O b j e k t als Grund lage f i i r den A u f b a u einer Q u a n -
tenfe ldtheor ie . D ie re la t iv i s t i s che Q u a n t e n m e c h a n i k ( i n der die Felder n i c h t quan -
t i s i e r t s ind) u n d die klassische M e c h a n i k folgen d a n n als Grenzfa l le c —>• 0 u n d 
7i —> 0. D i e meis ten Lehrb i i cher der Q u a n t e n m e c h a n i k u n d Quanten fe ld theor i e 
schlagen gerade den entgegengesetzten Weg e i n , w ie er auch h is tor i s ch durch lau fen 
w u r d e . Dabe i w i r d die klassische H a m i l t o n - F u n k t i o n als grundlegende Grofie her-
angezogen. I n Ana log i e zu i h r k o n s t r u i e r t m a n den H a m i l t o n - O p e r a t o r , der m i t t e l s 
der Schrod inger -Gle i chung die Bewegungsgleichung f i i r die W e l l e n f u n k t i o n l i e fer t . 
A u f diese Weise lassen sich P o t e n t i a l p r o b l e m e , die Q u a n t i s i e r u n g des Dreh impulses , 
das Wassersto f fatom, die n i cht - re la t iv i s t i s che B e h a n d l u n g des Spins, M e h r t e i l c h e n -
Phanomene i n der A t o m - u n d K e r n p h y s i k , e in grofier T e i l der Fes tkorperphys ik u n d 
viele andere Phanomene bis h i n zur Q u a n t i s i e r u n g des e lektromagnet i s chen Feldes 
behande ln , die z .B. i n [Ber89] noch vor der E i n f i i h r u n g der D i r a c - G l e i c h u n g vorge-
n o m m e n w i r d . Weder das K l e i n - G o r d o n - noch das D i r a c - F e l d k a n n i n dieser A r t u n d 
Weise beschrieben werden , da beide den gleichen klassischen L imes haben wie die 
gewohnl iche freie Schrodinger -Gle i chung . V i e l m e h r m u f i m a n die re la t iv i s t i s chen 
Wel lengle ichungen aus a l lgemeinen Invar ianz i iber l egungen ab le i ten—genauso , wie 
die Lagrange -Dichte . Diese Wel lengle i chungen stehen auf der gleichen Stufe w ie die 
Schrod inger -Gle i chung , s ind also schon ( e inmal ) q u a n t i s i e r t . Dennoch er lauben sie 
eine wei tere Q u a n t i s i e r u n g , die sog. zweite Quantisierung, be i der die Wel leng le i -
chung als klassische Bewegungsgleichung eines k o n t i n u i e r l i c h e n Systems d i en t . 
Dieser Weg ist s tark von der H a m i l t o n s c h e n M e c h a n i k gepragt . D i e P f a d i n t e g r a l -
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Q u a n t i s i e r u n g fo lg t dagegen der Lagrangeschen D a r s t e l l u n g der M e c h a n i k k o n t i n u -
ier l i cher Systeme. I n i h r b i l d e n das (klassische) Feld u n d seine ( q u a n t e n m e c h a n i -
schen) Greenschen F u n k t i o n e n die f u n d a m e n t a l e GroBe. Das P f a d i n t e g r a l e r l a u b t 
es, die Greenschen F u n k t i o n e n u n d i h r e Vera l lgemeinerungen f i i r wechselwirkende 
Felder, d ie sog. n - P u n k t - oder ( i n der T e r m i n o l o g i e der s tat i s t i s chen M e c h a n i k ) 
K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n e n , zu berechnen u n d d a m i t al le I n f o r m a t i o n e n i i b e r die P h y s i k 
dieser Felder z u e r h a l t e n . D i e r e la t i v i s t i s chen Wel lengle i chungen sowie die k lass i -
sche P u n k t t e i l c h e n - M e c h a n i k f o lg t als N a h e r u n g zur Berechnung des P fad integra l s . 
Dieser Z u g a n g e r l a u b t es, d ie ganze Skala v o m klassischen Te i l chen i i b e r n i c h t -
re la t iv i s t i s che u n d re la t iv i s t i s che Q u a n t e n m e c h a n i k bis zur Q u a n t e n f e l d t h e o r i e auf 
der Ebene der n - P u n k t - F u n k t i o n e n zu vere inhe i t l i chen . Jede dieser T h e o r i e n s te l l t 
eine m e h r oder weniger grobe N a h e r u n g z u m P f a d i n t e g r a l dar u n d steht daher gle ich-
berecht ig t . Das P f a d i n t e g r a l selbst ist f u n d a m e n t a l ; uber die F e y n m a n - K a c - F o r m e l 
k a n n es i m m e r m i t O p e r a t o r e n i n H i l b e r t r a u m e n u n d der i i b l i c h e n Q u a n t e n m e c h a n i k 
v e r b u n d e n werden . 
D i e physikal ische I n t e r p r e t a t i o n des Greenschen F u n k t i o n e n fo lgt aus d e m Ver-
gle ich m i t e i n e m physikal ischen M o d e l l der Theor i e . I n der Q u a n t e n f e l d t h e o r i e ist 
das i i b l i c h e M o d e l l die Dirac-See, eine V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e wechsel w i r k e n d e r T e i l -
chen m i t einer L o c h e r i n t e r p r e t a t i o n f i i r die A n t i t e i l c h e n . Daher i n t e r p r e t i e r t m a n 
z .B . eine 4 - P u n k t - F u n k t i o n als S t r e u a m p l i t u d e f i i r die S t r e u u n g zweier Te i l chen an-
e inander u n d i h r e Pole als gebundene Zustande . V o m S t a n d p u n k t der P f a d i n t e g r a l -
Q u a n t i s i e r u n g is t diese I n t e r p r e t a t i o n n i cht zw ingend vorgegeben, denn der F o r m a -
l i smus ist n i c h t auf die Ex i s tenz eines Fock -Raums angewiesen. A u f dieser Tatsache 
b e r u h t die zunachst i iberraschende V e r b i n d u n g zwischen der Quanten fe ld theor i e u n d 
der s tat i s t i s chen M e c h a n i k grofier Systeme, die zur s tat i s t i s chen Fe ldtheor ie f i i h r t e 
Par87 , ItzSQ . 
D i e kanonische Q u a n t i s i e r u n g u n d die P f a d i n t e g r a l - Q u a n t i s i e r u n g s ind aquiva -
l e n t . L e t z t e r e h a t vor a l l e m den V o r t e i l , dafi sie die e inhe i t l i che Beschre ibung v o n 
klassischer u n d quant i s i e r t e r T h e o r i e u n d d a m i t den klassischen L i m e s b e t o n t . D a 
w i r uns i m Grenzgebiet zwischen Q u a n t e n f e l d t h e o r i e (Paarerzeugung) u n d r e l a t i v i -
stischer Q u a n t e n t h e o r i e (externe Felder) bewegen, r e c h t f e r t i g t dies schlief i l ich den 
i m fo lgenden g e w a h l t e n Weg : U m einen Weg zu f i n d e n , Paarerzeugung auf ierhalb 
der F e y n m a n - D y s o n - S t o r u n g s r e i h e zu berechnen, wenden w i r die a l te Diracsche 
Locher theor i e an . D a w i r r a d i a t i v e Wechse lwi rkungen zwischen den E l e k t r o n e n 
vernachlassigen, f i i h r e n die i n h a r e n t e n Divergenzen n i c h t au f Prob l eme ; sie s ind 
n i c h t mef ibar . W i r zeigen d a n n , dafi die i n dieser T h e o r i e berechneten n - P u n k t -
F u n k t i o n e n m i t denen des P fad integra ls i i b e r e i n s t i m m e n , u n d e tab l ieren d a m i t die 
Dirac -See -Theor ie als M o d e l l f i i r die n i c h t - r a d i a t i v e Q E D i m aufieren Fe ld . A u s 
dieser T h e o r i e lassen sich alle Observablen berechnen. I n ahnl i cher Weise hat m a n 
se lbs tvers tandl i ch schon i m m e r gearbe i te t , aufbauend auf der Losung der D i r a c -
G le i chung f i i r Fe ldoperatoren [Rei79, SofSO, ReaSO]; die A b l e i t u n g i m R a h m e n eines 
P fad integra l s ist a l lerdings neu u n d la f i t die Ro l l e der Q u a n t i s i e r u n g deut l i cher zu -
t a g e t r e t e n . 
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I I . 1.2 K a n o n i s c h e Q u a n t i s i e r u n g u n d A x i o m a t i s c h e F e l d t h e o r i e 
D i e l ianonische Q u a n t i s i e r u n g [B jo67 , Sch64, Ber89 , D i r 6 6 , G u p 7 7 , Raf77 , Jau55 
e n t s p r i n g t d i r e k t der n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n Q u a n t e n m e c h a n i k m i t i h r e r Erse tzung 
v o n Observablen des Systems d u r c h O p e r a t o r e n i n e inem H i l b e r t r a u m , deren D y -
n a m i k d u r c h den H a m i l t o n - O p e r a t o r b e s t i m m t w i r d , u n d fu f i t auf d e m kanonischen 
Formahsmus der klassischen M e c h a n i k . U r s p r i i n g l i c h w u r d e diese Q u a n t i s i e r u n g 
u n t e r Verz i cht auf exp l i z i t e L o r e n t z - u n d E i c h - K o v a r i a n z d u r c h g e f i i h r t , i n d e m das 
e lektromagnet ische Feld z .B . zu e inem gegebenen Z e i t p u n k t i n einen Satz von har -
monischen Osz i l la toren physikal ischer M o d e n zerlegt w u r d e , deren Q u a n t i s i e r u n g zu 
Erzeugungs- u n d Vern i chtungsoperatoren f i i h r t , die schliei^lich als Te i l chenoperato -
ren i n t e r p r e t i e r t werden konnen . Seit den sechziger J a h r e n ist diese A r t der Q u a n t i -
s ierung i m R a h m e n der ax iomat i schen Quanten fe ld theor i e [Bog75, Jos65, Nas78] auf 
m a t h e m a t i s c h m e h r oder weniger sichere Fi i f ie gestel l t w o r d e n , wobei die L o r e n t z -
K o v a r i a n z n i c h t n u r e x p l i z i t s ichtbar w i r d , sondern geradezu G r u n d l a g e der Theor i e 
i s t . 
I n der kanonischen Q u a n t i s i e r u n g ersetzt m a n das klassische skalare neutra le 
Feld (nur dies woUen w i r der E in fachhe i t halber be t rachten ) d u r c h e inen u n -
beschrankten l inearen O p e r a t o r $ ( x ) , der i n e inem geeigneten H i l b e r t r a u m w i r k t . 
I n der T a t ist $(a;) eine opera torwer t i ge D i s t r i b u t i o n , was bedeute t , dai3 n u r i iber 
T e s t f u n k t i o n e n f{x) ausgeschmierte O p e r a t o r e n 
$ ( / ) = y ' d x | . ( x ) / ( x ) (2) 
S inn machen . V o m H i l b e r t r a u m weif i m a n i m al lgemeinen n u r , dafi er e inen aus-
gezeichneten V e k t o r , n a m l i c h den V a k u u m v e k t o r , e n t h a l t . D i e ax iomat i sche Q u a n -
ten fe ld theor ie b e t r a c h t e t n u n einige Forderungen an die O p e r a t o r e n $ ( x ) , die sich 
aus physikal ischen Uber legungen wie re la t iv i s t i s cher K o v a r i a n z u n d P o s i t i v i t a t der 
Energie sowie e inigen m a t h e m a t i s c h e n Uber legungen ergeben. 
D ie Forderung nach re lat iv is t i scher Kovar ianz bedeutet insbesondere, dafi eine 
u n i t a r e D a r s t e l l u n g U{a,A) der Po incare -Gruppe , die sich aus T r a n s l a t i o n e n a u n d 
L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n A zusammensetzt , e x i s t i e r t , u n t e r denen sich die Feld-
operatoren kovar iant t r a n s f o r m i e r e n . Der Generator der T r a n s l a t i o n e n 
U{a) = e'^"^- (3) 
ist der I m p u l s o p e r a t o i u n d gestat tet es, die Eigenzustande des Systems nach i h r e n 
Energie - u n d Impulse igenzustanden zu klassi f iz ieren. 
I n der ax iomat i s chen Quanten fe ld theor ie werden zunachst keine we i teren Aus -
sagen i iber die D y n a m i k der Quantenfe lder gemacht . Sie s t e l l t e inige Bed ingungen , 
die A x i o m e , auf, die die Fe ldoperatoren u n d der H i l b e r t r a u m er f i i l l en mi issen, u m 
physikal isch S inn zu machen , u n d z ieht a l l e in daraus Schliisse, die d a n n f i i r jedes 
Q u a n t e n f e l d ge l ten. M i t d e m E n e r g i e - I m p u l s - O p e r a t o r g i b t sie auch e in H i l f s m i t -
t e l an die H a n d , u m die Zustande der Quanten fe ld theor i e zu klass i f iz ieren, aber sie 
beschaft igt sich zunachst n i c h t m i t d e m dynamischen P r i n z i p , d e m die Felder u n -
t e r w o r f e n s ind . E r s t i m N a c h h i n e i n w i r d das freie Feld k o n s t r u i e r t , i n d e m m a n es 
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p o s t u l i e r t u n d zeigt , dal3 es die A x i o m e e r f i i l l t u n d z u d e m die Eigenschaften auf-
we is t , d ie m a n v o n e i n e m fre ien Fe ld e r w a r t e t , n a m h c h eine T e i l c h e n i n t e r p r e t a t i o n i n 
F o r m eines F o c k - R a u m s . D i e D y n a m i k des f re ien Feldes w i r d d u r c h e inen H a m i l t o n -
O p e r a t o r b e s t i m m t , der der klassischen H a m i l t o n - F u n k t i o n e n t s p r i c h t . Ausgehend 
v o m f re ien Fe ld k a n n m a n i n den H a m i l t o n - O p e r a t o r W e c h s e l w i r k u n g e n e i n f i i h r e n 
u n d i n eine Storungsre ihe e n t w i c k e l n , d ie schlieBlich au f die Storungstheor ie u n d 
F e y n m a n - D i a g r a m m e f i i h r t . 
F i i r eine T h e o r i e m i t auBeren Feldern ist dieser Zugang p r o b l e m a t i s c h , w e l l die 
kanonische Storungstheor ie e in stabiles V a k u u m v e r l a n g t , das be i Paarerzeugung i m 
auBeren Fe ld gerade n i c h t gegeben i s t . Z u d e m mochte m a n gerne Storungstheor ie 
Vermel den , w e l l m a n den Verdacht hegt , daB, schlieBt m a n r a d i a t i v e W e c h s e l w i r k u n -
gen der Te i l chen aus, die Losung der D i r a c - G l e i c h u n g schon al le I n f o r m a t i o n e n auch 
i iber Paarerzeugung e n t h a l t , u n d diese auch n i c h t p e r t u r b a t i v losbar i s t . A n d e r e r -
seits k a n n d ie Paarerzeugung n u r i m R a h m e n des F o c k - R a u m s beschrieben werden . 
Z u suchen ist also eine T h e o r i e , die die klassische D y n a m i k des Dirac-Feldes m i t 
d e m F o c k - R a u m der Q u a n t e n f e l d t h e o r i e vere in ig t . 
D i e kanonische F o r m u l i e r u n g der Q u a n t e n f e l d t h e o r i e laBt sich d u r c h eine i h r e r 
zentra len Aussage, n a m h c h , daB e in Q u a n t e n f e l d aus seinen W i g h t m a n - F u n k t i o n e n 
r e k o n s t r u i e r t werden k a n n , m i t der P f a d i n t e g r a l - F o r m u l i e r u n g v e r b i n d e n . D i e 
W i g h t m a n - F u n k t i o n e n (e igent l i ch D i s t r i b u t i o n e n ) s ind i n der P h y s i k als V a k u u m e r -
w a r t u n g s w e r t e der Fe ldoperatoren oder als n - P u n k t - F u n k t i o n e n b e k a n n t : 
W „ ( x i , . . . , a : „ ) = ( O l l > ( . T i ) - . . $ ( x n ) | 0 ) (4) 
Es gen i ig t also i m wesenthch, alle W i g h t m a n - F u n k t i o n e n zu k e n n e n , u m daraus 
e inen H i l b e r t r a u m u n d O p e r a t o r e n ^(x) d a r i n def inieren zu k o n n e n , die wieder diese 
W i g h t m a n - F u n k t i o n e n als V a k u u m e r w a r t u n g s w e r t e haben . D a m i t w i r d die F o r m u -
l i e r u n g der Q u a n t e n f e l d t h e o r i e i m H i l b e r t r a u m u n d die m i t t e l s ? i - P u n k t - F u n k t i o n e n 
u n d d a m i t P f a d i n t e g r a l e n aqu iva lent . 
I I . 1.3 P f a d i n t e g r a l - Q u a n t i s i e r u n g 
Feynmans nichtrelativistisches Pfadintegral 
Pfadintegral-Quantisierung u n d funktionale Methoden i m a l lgemeinen s ind erst we-
sent l i ch spater als die kanonische Q u a n t i s i e r u n g e n t w i c k e l t w o r d e n . D i e M o g l i c h k e i t , 
U b e r g a n g s a m p l i t u d e n d u r c h eine S u m m e i iber Pfade, die m i t e i n e m i h r e r W i r k u n g 
entsprechenden Phasenfaktor gewichtet werden , darzus te l l en , w u r d e u r s p r i i n g l i c h 
v o n F e y n m a n i n seiner D o k t o r a r b e i t a u f g r u n d einer Idee v o n D i r a c [Dir33 ] en tdeckt , 
Ende der V ie rz iger Jahre [Fey48] p u b l i z i e r t u n d i n der Folge au f einige P r o b l e m e 
angewandt , ohne die H i l b e r t r a u m - Q u a n t i s i e r u n g zu ersetzen. E r s t als die Grenzen 
der H i l b e r t r a u m - F o r m u l i e r u n g i n der ax i omat i s chen Fe ldtheor ie s i chtbar w u r d e n 
u n d die Q u a n t i s i e r u n g v o n E i ch fe ld theor i en d o r t auf Schwier igke i ten stieB, t r a t die 
P f a d i n t e g r a l - F o r m u l i e r u n g der Fe ldquant i s i e rung i n den V o r d e r g r u n d u n d ist heute 
a l lgemein i i b h c h geworden [RydSS, R a m S l , Ba i86 , I t z80 . 
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Feynmans u r s p r i i n g l i c h e B e m e r k u n g w a r , dal3 die U b e r g a n g s a m p l i t u d e zwischen 
zwei Z u s t a n d e n i u n d / , z .B . „Teilchen an O r t 5," u n d „Teilchen an O r t q/', als eine 
S u m m e i iber alle mog l i chen klassischen Pfade, die v o n qi nach <?/ f i i h r e n , geschrieben 
werden k a n n . Symbo l i s ch l a u t e t dies 
{f,tf\z,ti)=[ Vq{t)e^'^''\) 
wobe i das I n t e g r a l i m Sinne eines Grenzwertes 
Vq{t) = M J i m dg(to) d<?(ti) . . . dqit,) . . . d(7(t„) (6) 
[M deute t e inen N o r m a h s i e r u n g s f a k t o r an) zu verstehen i s t , w e n n t i = to, ^ 1 , . . . , i n - i , 
t.^ = tf eine U n t e r t e i l u n g des Interva l l s {ti,tj) i s t . 'Dq{t) ist also e in M a i ] (a l lerdings 
k e i n wohlde f in ier tes ) auf der Menge aller Pfade, die die W e l t p u n k t e {ti,qi) u n d 
{tj,qf) v e r b i n d e n . F e y n m a n zeigte, dal3 das G e w i c h t s f u n k t i o n a l S[q] gerade die 
klassische W i r k u n g 
S[q] = j\\tL{^t) (7) 
i s t , u n d L{t) die klassische L a g r a n g e - F u n k t i o n des Teilchens. D a m i t lassen sich n i ch t 
n u r U b e r g a n g s a m p l i t u d e n auf diese Weise berechnen, sondern auch E r w a r t u n g s w e r t e 
von O p e r a t o r e n nach der F o r m e l : 
( 6 ) = / Vq{t)0[q{i)]e^'^^^ (8) 
ist der E r w a r t u n g s w e r t der Observablen O, wenn das System v o m Z u s t a n d i bei ti 
i n den Z u s t a n d / bei tj i i bergeht ; 0[q{t)] bezeichnet die klassische Observable , die 
sich e r g i b t , w e n n sich das System auf d e m Pfad q{t) bewegt . 
F i g u r I I . l zeigt diese S u m m e i iber Pfade anschaul ich . Jeder P f a d q(t) t r a g t m i t 
e inem Phasenfaktor e'^^^^l^ be i , wobei die Plancksche K o n s t a n t e K e x p l i z i t geschrie-
ben i s t . Ist die W i r k u n g sehr grofi gegen Ti, so f indet zwischen nahe beie inander 
gelegenen Pfaden Ausloschung d u r c h Inter ferenz s t a t t . M a n k a n n i m R a h m e n e i -
ner sog. Sattelpunkt-Naherung zeigen, dafi das P f a d i n t e g r a l d a n n v o m B e i t r a g jener 
Pfade d o m i n i e r t w i r d , an denen die V a r i a t i o n SS[q] der W i r k u n g verschwindet , f i i r 
die also die W i r k u n g e x t r e m a l w i r d . Dies ist gerade die klassische Bewegung des 
Systems, u n d der E r w a r t u n g s w e r t eines Operators ist der W e r t der klassischen O b -
servable auf der klassischen T r a j e k t o r i e des Systems. 
D i e F o r m u l i e r u n g der Q u a n t e n m e c h a n i k i m R a h m e n von P f a d i n t e g r a l e n hat Vor -
u n d Nachte i l e . U n t e r den V o r t e i l e n ist zu nennen , 
• dafi das dynamische P r i n z i p d i r e k t aus der L a g r a n g e - F u n k t i o n abgeleitet wer-
den k a n n , a n s t a t t dafi e in H a m i l t o n - O p e r a t o r k o n s t r u i e r t werden m i i f i t e . 
• dafi der Formal i smus d a d u r c h L o r e n t z - k o v a r i a n t w i r d . 
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Figur I I . l : D ie S u m m e i iber Pfade i n der P f a d i n t e g r a l - F o r m u l i e r u n g der 
Q u a n t e n m e c h a n i k 
• dafi In tegra le i m a l lgemeinen m a t h e m a t i s c h leichter zu fassen s ind ; insbeson-
dere lassen sich Bas i s t rans f o rmat i onen u n d teilweise I n t e g r a t i o n e n d u r c h f i i h r e n 
(ersteres werden w i r spater ausgiebig benutzen ) , 
• dafi sich E i c h t h e o r i e n ohne gravierende Prob leme auch e i chkovar iant q u a n t i -
sieren lassen ( insbesondere Q C D ) [MorS3, Cha84 , Ba i86 ] , 
• dafi die Storungsre ihe u n d F e y n m a n - D i a g r a m m a t i k leicht u n d i n k o m p a k t e r 
Weise abgele i tet werden k a n n , 
• dafi eine E n t w i c k l u n g u m den klassischen L imes mog l i ch i s t , 
• daf i d ie s tat is t i sche M e c h a n i k der Quantenfe lder le icht i n die T h e o r i e e inzu-
bauen ist [ I t z89 , Par87 ] , 
• dafi die enge V e r b i n d u n g zwischen Quanten fe ld theor i e u n d P r o b l e m e n , die sich 
m i t grofien klassischen Systemen wie i n der Festkorper- oder P o l y m e r p h y s i k 
beschaft igen, u n d v ie len anderen Bereichen der Phys ik u n d M a t h e m a t i k deut -
l i c h w i r d . 
Nachte i l e s i n d , 
• dafi die Integra le m a t h e m a t i s c h noch n i ch t so g u t de f in iert s ind wie der H i l -
b e r t r a u m - F o r m a l i s m u s fR iv87 ] , 
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• dafi es sehr schwierig i s t , wohlde f in ier te A u s d r i i c k e f i i r U b e r g a n g s a m p l i t u d e n 
zwischen b e s t i m m t e n K o n f i g u r a t i o n e n zu finden u n d diese zu berechnen ( w o h l 
aber k o n n e n E r w a r t u n g s w e r t e von Fe ldoperatoren zwischen Vakuumzustdnden 
ausgerechnet werden) 
• dafi f i i r v ie le P r o b l e m e , die sich m i t s tark q u a n t i s i e r t e n Z u s t a n d e n , also den 
n iedr igs ten E igenzustanden , beschaft igen, u n d dies s ind die M e h r z a h l der P r o -
b leme, die Rechenmethoden der P fad integra le n i ch t anwendbar s ind . 
Insbesondere der l e t z te P u n k t beschrankte den P f a d i n t e g r a l - F o r m a l i s m u s f i i r lange 
Ze i t ; i n den l e t z t en J a h r e n feierte al lerdings die G i t t e r - E i c h t h e o r i e s p e k t a k u l a r e E r -
folge, insbesondere b e i m confinement-Frohlem der Q C D , wo ta t sachhch ein P f a d i n -
tegra l numer i s ch ausgewertet w i r d [ I t z89 , Cre83 . 
D ie m a t h e m a t i s c h e F o r m u h e r u n g der P fad integra le stiefi lange Ze i t auf Schwie-
r i g k e i t e n . I m R a h m e n der f u n k t i o n a l e n M e t h o d e n ist seit den sp i i ten Sech-
ziger J a h r e n wenigstens f i i r eukl idische Felder eine T h e o r i e e n t w i c k e l t worden 
[Gl i87 , F r i 7 2 , R i v 8 7 , E i j 8 6 , A l b 7 6 ] . D ie eukl id ische Fe ldtheor ie zeigt eine s tarke 
V e r b i n d u n g zur s tat is t i schen M e c h a n i k grofier Systeme Z u s a m m e n h a n g m i t der sta-
t i s t i s chen Fe ldtheor ie [ I tz89 , Par87] . 
Pfadintegrale in der Feldtheorie 
U m diesen Formal i smus auf Fe ldtheor ien zu e r w e i t e r n , be t rachte t m a n n i c h t m e h r 
(e indimensionale ) Pfade q{t), sondern v ierd imens ionale Felder ^ ( x ) . also „ P f a d e " , 
die e in (dre idimensionales ) Feld i n der Zei t nehmen k a n n . I n Ana log ie zu (5) laf it 
sich die U b e r g a n g s a m p l i t u d e dann als 
(/,<^/|^,<^,)= / Vme''^'^^ (9) 
J0(i,)='^.,0(</)=0/ 
m i t d e m W i r k u n g s f u n k t i o n a l 
S[<f>] = J d^xCix) (10) 
schreiben. Das I n t e g r a l l au f t i iber alle v i e rd imens iona len F e l d k o n f i g u r a t i o n e n , die 
z u m Z e i t p u n k t ti das (dre id imensionale ) Feld u n d z u m Z e i t p u n k t tj das Feld 
(j)f dars te l l en , u n d ist noch schlechter de f in iert als das P f a d i n t e g r a l der n i c h t r e l a t i -
v ist ischen Q u a n t e n m e c h a n i k . I n der re la t iv i s t i s chen Fe ldtheor ie spielen die Uber -
g a n g s a m p l i t u d e n al lerdings keine e lementare Ro l le , da sie die W a h l einer Zeitachse 
bedeuten u n d n i c h t kovar iant s ind . Dagegen s ind die V a k u u m e r w a r t u n g s w e r t e von 
P r o d u k t e n der Fe ldoperatoren , die n - P u n k t - F u n k t i o n e n , v o n zentra ler B e d e u t u n g , 
da m a n aus i h n e n i m R a h m e n der S ' - M a t r i x - T h e o r i e alle U b e r g a n g s a m p l i t u d e n be-
rechnen k a n n . I n i h n e n verschwindet das Feld a s y m p t o t i s c h , so dafi das P f a d i n t e g r a l 
i iber solche Felder l a u f t , die i m U n e n d l i c h e n verschwinden , u n d d a m i t die W i r k u n g 
besser de f in ier t i s t . B e n u t z t m a n die analoge F o r m e l zu (8 ) , so e r h a l t m a n f i i r die 
n - P u n k t - F u n k t i o n 
{0\T^{x,)... ^{x^)\0) = f V<t>{x) <t>{xr)... 4>{x^) e'^ f^ ^ (11) 
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(wobei u n t e r s t e l l t i s t , dai3 das P f a d i n t e g r a l i i ber solche Felder l a u f t , die i m U n e n d -
l i chen vers chwinden ) . Dieser A u s d r u c k ist m a t h e m a t i s c h etwas besser de f in ier t als 
die v o r h e r i g e n , s t e l l t aber t r o t z d e m noch k e i n k o r r e k t def iniertes I n t e g r a l i iber e in 
M a f i auf d e m P f a d r a u m dar . 
Wick-Rotation und euklidische Feldtheorie 
Das m a t h e m a t i s c h e H a u p t p r o b l e m hegt d a r i n , dafi der Phasenfaktor (das M a f i ) k o m -
p lex ist u n d osz i l l i e r t . Diese O s z i l l a t i o n e n s ind der G e o m e t r i c des M i n k o w s k i - R a u m s 
eigen; sie t r e t e n n i c h t auf , w e n n m a n die analoge T h e o r i e i n e i n e m euk l id i s chen R a u m 
b e t r a c h t e t . D e r U b e r g a n g zwischen e u k l i d i s c h e m u n d M i n k o w s k i - R a u m w i r d d u r c h 
eine Wick-Rotation b e w e r k s t e l l i g t , d . h . m a n f i i h r t anstel le des M i n k o w s k i - V e k t o r s 
x = {x°,x\x\x') (12) 
den euk l id i s chen v i e r d i m e n s i o n a l e n V e k t o r 
XE = {x'^ = ix°,x\x\x^) (13) 
m i t einer imaginaren Zeit e in . D a m i t w i r d die M i n k o w s k i - M e t r i k 
X = ^(xO)2 - (a;l)2 _ (x^y - (a;3)2 ( U ) 
d u r c h die eukl id ische M e t r i k ersetzt : 
\x\ i\x\E = yj-ix^y - (x^y - {x^y - (x^y. ( i s ) 
Insbesondere w i r d das v i e rd imens iona le Vo lumene lement zu 
d^X = d^xdx'^ = - i d ^ X E (16) 
u n d d a m i t der E x p o n e n t i a l f a k t o r i m P f a d i n t e g r a l z u 
m i t der euk l id i s chen W i r k u n g 
SE[q] = J d^XECsixE), (18) 
u n d der euk l id i s chen L a g r a n g e - D i c h t e C E , d ie sich e r g i b t , w e n n m a n a;° d u r c h -ix'^ 
ersetzt . M a n k a n n sich auch d a r a u f beschranken, n u r eine i n f i n i t e s i m a l e W i c k -
R o t a t i o n d u r c h z u f i i h r e n [ R y d 8 5 ] , u m das P f a d i n t e g r a l e n d l i c h z u m a c h e n , e r h a l t 
aber d a m i t keine eukl id ische Fe ldtheor ie . 
F i i r e i n freies skalares neutra les Fe ld is t die L a g r a n g e - D i c h t e 
C = l(^d^4>d^<j>-m^<l>^). (19) 
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I m euk l id i s c l i en R a u m geht sie i n die eukl id ische Lagrange -D i ch te 
CE = -l{{dcl>f + m'cf>') (20) 
i i ber . D i e dazugehorige Z w e i - P u n k t - F u n k t i o n ist n u n e in euklidisches P f a d i n t e g r a l 
(21) 
jVcj>{x) <^(xi)<^(x2) exp [ - i jd'a 
wobe i die A b l e i t u n g dcf) i m eukhdischen Sinne zu verstehen i s t : 
(22) 
Der A u s d r u c k (21) ist m a t h e m a t i s c h w o h l d e f i n i e r t , da der E x p o n e n t i a l f a k t o r nur 
e in posit ives M a B auf der Menge aller Pfade de f in ier t . A l s i n den spaten Sechziger 
J a h r e n die eukl id ische Fe ldtheor ie entwicke l t w u r d e , waren solche P fad integra le i n 
der M a t h e m a t i k bereits w o h l b e k a n n t , n a m l i c h aus der T h e o r i e der Brownschen Be-
wegung , wie sie z .B . v o n W i e n e r [Man82] vorgelegt w u r d e . Z u d e m zeigt (21) eine 
verbl i i f fende A h n l i c h k e i t m i t der S u m m e i iber Zustande i n e i n e m der B o l t z m a n n -
S t a t i s t i k unter l i egenden System, bei d e m i n den E r w a r t u n g s w e r t der Observablen O 
alle Zustande 4> des Systems m i t e inem ihrer Energie H[(})\n Gewich t 
eingehen: 
( 0 ) = jdct> 0[<t>. (23) 
m i t d e m B o l t z m a n n - F a k t o r /? = l/kT. B e t r a c h t e t m a n e in sehr groBes System, 
z .B . die Sp inor i en t i e rungen der A t o m e i n e inem Festkorper , so werden die E r w a r -
tungswer te von P r o d u k t e n der Si an verschiedenen P u n k t e n Korrelationsfunktionen 
genannt . B e i m Ubergang auf kont inu ie r l i che Systeme entspr i cht die lokale M a g n e t i -
s ierung gerade d e m Quanten fe ld (j) u n d die K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n e n den V a k u u m e r -
w a r t u n g s w e r t e n . Das K l e i n - G o r d o n - F e l d findet so seine E n t s p r e c h u n g i m Gausschen 
M o d e l l der s tat is t i schen Fe ldtheor ie , die (j)"^-Theorie i m L a n d a u - G i n s b u r g - M o d e l l 
u n d , sicher eine der ers taunl i chsten Beziehungen zwischen zwei so f u n d a m e n t a l e n 
T h e o r i e n , das D i r a c - F e l d i m I s i n g - M o d e l l . 
D i e Bez iehung zwischen eukl idischer u n d M i n k o w s k i - F e l d t h e o r i e laBt sich noch 
k larer zeigen, i n d e m m a n v o m eukl id ischen M o d e l l ausgeht u n d die analyt ische F o r t -
setzung der K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n e n zu i m a g i n a r e n W e r t e n der K o o r d i n a t e x'^, also 
zu d e m , was die P h y s i k reelle Ze i t n e n n t , b e t r a c h t e t : D ie eukl id ische 2 - P u n k t -
F u n k t i o n GE{XI,X2) ist f i i r reelle K o o r d i n a t e n x i , X2 de f in ie r t . Es laBt sich zeigen, 
daB sie eine analyt i sche F u n k t i o n u n d dadurch i n die komplexe Ebene fortgesetzt 
werden k a n n . Setzt m a n die v i e r t e K o m p o n e n t e des eukl id i schen Vektors X i , die i m 
M i n k o w s k i - R a u m der Zei t entspr i cht , als k o m p l e x an , so f i i h r t m a n gerade wieder 
eine W i c k - R o t a t i o n d u r c h u n d e rha l t das P f a d i n t e g r a l i m M i n k o w s k i - R a u m : 
G{XUX2) = {^X,)^{X2)) = 
Xi)4>{X2)eyiV \ d'x {djd'^ m 2 j2 I 
(24) 
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W i r k o n n e n es n i c h t ausrechnen u n d i h m auch m a t h e m a t i s c h ke inen S inn zuschrei -
ben . W i r k o n n e n aber die eukl id ische 2 - P u n k t - F u n k t i o n a n a l y t i s c h for tsetzen u n d 
auf diese Weise das gewi inschte Ergebnis e r h a l t e n . D i e quantenfe ldtheoret i sche 2-
P u n k t - F u n k t i o n w i r d so als analyt ische For t se tzung der m a t h e m a t i s c h wohlde f in ier -
t e n K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n i m eukl id i schen R a u m de f in i e r t . Diese ( w e n n auch r e i n 
opera t ive ) D e f i n i t i o n a l l e in e r l a u b t es, d e m M i n k o w s k i - P f a d i n t e g r a l e inen S i n n zu 
geben, n a m l i c h , dafi es m i t t e l s einer W i c k - R o t a t i o n u n d analyt i s cher For t se t zung zu 
berechnen i s t . 
M a n k a n n f ragen , ob i n dieser ad hoc erzwungenen E n t s p r e c h u n g zwischen zwei 
phys ika l i sch v o U k o m m e n verschiedenen T h e o r i e n e in N u t z e n l i eg t . D u r c h i h r e bes-
sere m a t h e m a t i s c h e D e f i n i e r u n g s ind der eukl id ischen ( s tat i s t i schen) Fe ldtheor ie j e -
doch Resu l ta te zugang l i ch , d ie der zumeis t auf Storungstheor ie angewiesenen Q u a n -
ten fe ld theor i e i m M i n k o w s k i - R a u m verschlossen b l e iben . So gelang es z .B . i n der 
euk l id i s chen T h e o r i e , nachzuweisen, dafi die (^''-Theorie i n m e h r als v i e r D i m e n -
sionen t r i v i a l i s t , d . h . , dafi sich i h r e K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n e n n i c h t v o n einer fre ien 
T h e o r i e untersche iden . Das P f a d i n t e g r a l einer (/•'^-Feldtheorie en t spr i ch t n a m l i c h 
einer S u m m e i iber die Brownschen Bewegungen v o n Te i l chen , e ingeschrankt auf 
Pfade , die sich n i c h t schneiden. D a m a n zeigen k a n n , dafi sich Brownsche Pfade 
i n m e h r als v i er D i m e n s i o n e n sowieso n u r verschwindend seiten schneiden, bedeutet 
diese B e d i n g u n g d o r t keine E i n s c h r a n k u n g m e h r u n d die Bewegung entspr i cht einer 
f re ien Bewegung u n d d a m i t die K o r r e l a t i o n s f u n k t i o n der eines f re ien Feldes. Diese 
S u m m e i i b e r e ingeschrankte Brownsche Pfade h a t eine B e d e u t u n g i n der Theor i e 
v e r d i i n n t e r Losungen v o n P o l y m e r e n , u n d i n der T a t geht dieses Ergebnis z u m T e i l 
au f de Gennes z u r i i c k [deG72] , der 1991 f i i r seine A r b e i t e n auf d e m Gebiet der Po-
l y m e r p h y s i k m i t d e m Nobe lpre is ausgezeichnet w u r d e . Es g i b t Anze i chen d a f i i r , 
dafi dieses Ergebnis auch f i i r v i e r D i m e n s i o n e n g i l t , so dafi die Standardbe isp ie le 
i n den Q u a n t e n f e l d t h e o r i e - L e h r b i i c h e r n , die au f der ^"^-Theorie basieren, v ie l l e i cht 
keine echte physikal ische T h e o r i e dars te l l en , sondern eine ungeni igende S u m m a t i o n 
der Storungsre ihe . 
Die Gaufische Integrationsformel 
Freie Felder zeichnen sich i m P f a d i n t e g r a l - F o r m a l i s m u s d a d u r c h aus, dafi d ie W i r -
k u n g q u a d r a t i s c h i n den Feldern i s t . D a n n laf it sich eine Vera l l geme inerung der 
Gaufischen I n t e g r a t i o n s f o r m e l f i i r quadrat i sche Gauf i integra le verwenden . Diese l a u -
t e t , w e n n X u n d J e in reeller V e k t o r bel iebiger D i m e n s i o n u n d A eine symmetr i s che 
M a t r i x m i t p o s i t i v d e f i n i t e m ree l lem A n t e i l i s t , 
JdX exp {-IX^'AX + J ' ^ X ) = ( d e t ^ ) exp ( | J ^ A - V ) . (25) 
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General i s ier t auf kont inu ie r l i che „Vektoren" , d .h . F u n k t i o n e n , X ( t ) , la f i t sich diese 
F o r m e l als 
jVX{x)exp ( - | J dxdx'X{x')A{x\x)X{x) + J dx J{x)X{x) 
= AT exp ( l J dxdx' J{x')A-\x',x)J{x) 
(26) 
umschre iben . Der N o r m i e r u n g s f a k t o r , der d u r c h Af angedeutet i s t , ist u n b e s t i m m t 
u n d i m a l lgemeinen u n e n d l i c h , aber er h a n g t n i c h t von J{x) ab. Der F u n k t i o n e n -
r a u m , i i ber den X{x) l a u f t , ist hier u n b e s t i m m t . D a m i t der Ubergang v o n e inem 
d i skre ten V e k t o r zu einer k o n t i n u i e r l i c h e n F u n k t i o n d u r c h f i i h r b a r i s t , m u f i der F u n k -
t i o n e n r a u m separabel sein, so dafi die F u n k t i o n e n i m U n e n d l i c h e n gegen N u l l gehen 
miissen. 
M a n k a n n diese F o r m e l benutzen , u m das P f a d i n t e g r a l des fre ien eukl id ischen 
skalaren Feldes zu losen. I n diesem F a l l ist der K e r n A[x,x') gegeben d u r c h 
A{x\x) = {d^,-^+m')S{x-x'). (27) 
Das Inverse f indet m a n d u r c h F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n : 
A{k', k) = j d^x d^x' e'""'-^'A[x\ e-''^-" = {k^ - f m") [2r^)H\k - k'). (28) 
u n d daher 
was auf 
A-^{k\ = ( P + {2TrY8\k - k'), 




(27r)4 F + m2 
f i i h r t . Setzt m a n diesen A u s d r u c k zu i m a g i n a r e m x'*, also reeller Z e i t , f o r t , so e r h a l t 
m a n den w o h l b e k a n n t e n Propagator des K le in -Gordon -Fe ldes . Gemaf i (26) ist daher 
das generierende F u n k t i o n a l eines fre ien eukl id ischen K le in -Gordon -Fe ldes 
W E [ J ] = AT exp ( i J d\. d^x' J{x')G{x' - x)J{x 






e rha l t m a n schlief i l ich d u r c h Weglassen des N o r m i e r u n g s f a k t o r s . Zweimal iges f u n k -
t ionales A b l e i t e n f i i h r t d a n n gerade auf den eukl id ischen P r o p a g a t o r (30) , der d u r c h 
For t se tzung zu i m a g i n a r e m i n den Propagator des K l e i n - G o r d o n - F e l d s i ibergeht . 
Hohere A b l e i t u n g e n , die hohere n - P u n k t - F u n k t i o n e n Hefern, f i i h r e n auf P r o d u k t e 
v o n G{x' — x ) . Dieses Faktor i s i e ren der hoheren n - P u n k t - F u n k t i o n e n auf iert sich 
i n der D i a g r a m m a t i k d a r i n , dafi n u r eine einzige i r r e d u z i b l e Greensche F u n k t i o n 
e x i s t i e r t , n a m h c h der Propagator . D i e S t r u k t u r (31) ist daher t y p i s c h f i i r e in freies 
Feld u n d r e c h t f e r t i g t diese Bezeichnung. 
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( a ) 
( b ) XX 
Figur II.2: D ie 4 - P u n k t - F u n k t i o n eines freien Feldes (a) f i i r Bosonen, ( b ) 
f i i r F e r m i o n e n . 
Pfadintegrale iiber Grassmann-Variable 
I n e i n e m freien Feld s ind die Greenschen F u n k t i o n e n hoherer O r d n u n g au f P r o -
d u k t e der 2 - P u n k t - F u n k t i o n , also des Propagators , z u r i i c k f i i h r b a r . I m R a h m e n eines 
F e y n m a n - G r a p h s mani fes t ier t sich dies i m Fehlen eines W e c h s e l w i r k u n g s v e r t e x , der 
verschiedene L i n i e n verb inden kann . F i g u r I I . 2 a zeigt die zur V i e r - P u n k t - F u n k t i o n 
eines fre ien K le in -Gordon -Te i l chens be i tragenden F e y n m a n - G r a p h e n , die d u r c h Ver-
tauschen auiierer L i n i e n auseinander hervorgehen ( A u s t a u s c h g r a p h e n ) . Diese S t r u k -
t u r e rg ib t sich auch, wenn m a n (31) d i f ferenziert : 
1 
i^6J{x,)8J{x2)8J{x2)8J{x, 
= G{xi - X2)G{X3 - X4) 
+ G{xi - X3)G{X2 - X4). 
(33) 
F i g u r I I . 2 b zeigt die gleichen G r a p h e n f i i r fermionische Te i l chen . D a die Feldopera-
t o r e n A n t i v e r t a u s c h u n g s r e l a t i o n e n e r f i i l l e n , zeigt sich zwischen den be iden F e y n m a n -
G r a p h e n e in relatives Minus -Ze i chen . Dieses Verha l ten ist m i t e i n e m gewohn l i chen 
P f a d i n t e g r a l n i ch t zu reproduz ieren . M a n muQ daher einen neuen T y p von P f a d i n t e -
g r a l e i n f i i h r e n , i n dem die In tegrat i onsvar iab le keine gewohnl i che Z a h l , sondern e in 
ant ivertauschendes O b j e k t i s t , d .h . , m a n f o rder t , dai3 i n n e r h a l b des P fad integra l s 
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( u n d n u r d o r t k a n n die In tegrat i onsvar iab le au f t re ten ) die Rechenregel 
'tl){x)^{y) = - ? / ' (y )7 / ) (x ) (34) 
g i l t , w e n n die In tegra t i onsvar iab l e m i t •0(x) bezeichnet w i r d . I n der M a t h e m a t i k s ind 
solche O b j e k t e ta t sach l i ch bekannt u n d werden Grassmann-Algebren genannt . Es 
ist m o g l i c h , ebenso wie f i i r die reel len Zahlen auch f i i r Grassmann-Var iab l e ' 0 (x ) I n -
t e g r a t i o n u n d D i f f e r e n t i a t i o n zu def inieren. Aufgrunddessen k a n n der P f a d i n t e g r a l -
Formal i smus auch auf Fermionen angewandt werden . D ie Gaufische I n t e g r a t i o n s -
f o r m e l unterscheidet sich (bis auf den V o r f a k t o r ) n i cht von (26) ; f i i r e in geladenes 
Fermionisches Feld l a u t e t sie [Bai86 
J Vi{^{x)'Dtp{x) exp | i y d x ' J dx'il>{x')B{x',x)^{x) 
+t j dx [ r / ( x ) 0 ( x ) + ^ (x )7? (x ) ] I (35) 
= A^exp|—z j dx' J dxfj{x')B~^{x',x)rj{x)'^ . 
Der e igentl iche Untersch ied zwischen bosonischen u n d fermionischen Felder t r i t t erst 
bei der F u n k t i o n a l a b l e i t u n g zutage, wobei a u f g r u n d der A n t i v e r t a u s c h u n g s r e l a t i o -
nen verschiedene Vorzeichen au f t re ten . 
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II.2 QED in auBeren Feldern 
N a c h d e m i m vorher igen A b s c h n i t t das Quant i s i e rungsver fahren e r o r t e r t w u r d e , mui3 
n u n die Q u a n t i s i e r u n g der Q E D d a m i t d u r c h g e f i i h r t werden . A l s Ergebnis e r h a l t e n 
w i r e inen expHzi ten A u s d r u c k f i i r das generierende F u n k t i o n a l . 
I I . 2 . 1 D i e N a h e r u n g d e r a u f i e r e n F e l d e r 
Das physikal ische S y s t e m , dafi be i der Paarerzeugung i n Schwerionenstofien b e t r a c h -
t e t werden m u f i , besteht aus d e m E l e k t r o n e n f e l d , d e m e lektromagnet i s chen Fe ld u n d 
den be iden K e r n e n . W i r w o l l e n zunachst a n n e h m e n , dafi die K e r n e i n F o r m eines 
aufieren S t r o m s , der i h r e r klassischen Bewegung e n t s p r i c h t , beschrieben werden . D i e 
klassische Bewegung selbst soil als g e r a d l i n i g angenommen werden , da bei u l t r a r e l a -
t i v i s t i s c h e n Energ i en info lge der re la t iv i s t i s chen Massenzunahme die A b l e n k u n g der 
K e r n e zunachst vernachlassigt werden k a n n . A u c h auf die Beschre ibung k e r n p h y s i -
kalischer Ef fekte w i e A n r e g u n g soil verz i chtet werden . 
Das Sys tem besteht daher n u r noch aus d e m E l e k t r o n e n f e l d u n d d e m P h o t o -
nenfe ld , das an e inen aufieren S t r o m k o p p e l t . Dies ist das S t a n d a r d - S e t t i n g f i i r 
d ie Q u a n t e n e l e k t r o d y n a m i k m i t schweren l o n e n . Das ( u n n o r m i e r t e ) generierende 
F u n k t i o n a l l a u t e t 
'r],V,Jt^] = fVxl^Vij:VAf,expifd'^x{C{i^,ip,A^) 
L (36) 
+fj{x)i^{x) + i>{x)rj{x) + A^{x)r{x)) , 
W 
wobe i sich die L a g r a n g e - D i c h t e C{tp,ip,A^) aus den L a g r a n g e - D i c h t e n der freien 
Felder _ ^ 
>CDirac = 4>{i^-m)ll:, 
1 2 _ 1 ^^^^ 
•^Maxwell — 4 ^ ~ '^^^'^'^^ 
u n d d e m W e c h s e l w i r k u n g s t e r m 
Cint =-{ei>r^ + (38) 
zusammensetz t ( F ^ , ist der Feldstarketensor des Maxwel l -Fe ldes , u n d Jgxt der aufiere 
S t r o m ) . D i e N a h e r u n g der aufieren Felder (external-field approximation) f o lgt aus 
d e m P f a d i n t e g r a l , w e n n m a n die I n t e g r a t i o n i iber alle K o n f i g u r a t i o n e n A^ des elek-
t r o m a g n e t i s c h e n Felds d u r c h i h r e n H a u p t b e i t r a g bei der klassischen K o n f i g u r a t i o n 
^ciass ersetzt . Sie e rg ib t sich aus der Losung der M a x w e l l - G l e i c h u n g m i t e inem 
S t r o m , der sich aus d e m aufieren S t r o m J^^t ^^^d d e m S t r o m des Dirac-Feldes exp-^^xf^ 
zusammensetz t . L e t z t e r e r d a r f i n unserem Z u s a m m e n h a n g vernachlassigt werden , 
so dafi das Feld A"^"^^ — A^" ' das von den K e r n e n erzeugte klassische Feld d a r s t e l l t . 
Diese N a h e r u n g u m f a f i t also zwei P u n k t e : Erstens werden Q u a n t e n f l u k t u a -
t i o n e n des e l ektromagnet i s chen Feldes, die auf S t r a h l u n g s k o r r e k t u r e n f i i h r e n , ver-
nachlassigt , u n d zweitens w i r d das v o n den erzeugten E l e k t r o n e n u n d Pos i t ronen 
verursachte Fe ld u n d d a m i t auch ihre gegenseitige e lektromagnet ische A n z i e h u n g 
n i c h t b e r i i c k s i c h t i g t . 
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I I . 2 . 2 D a s g e n e r i e r e n d e F u n k t i o n a l 
U n t e r Q u a n t i s i e r u n g verstehen w i r , das generierende F u n k t i o n a l u n d d a m i t alle 
n - P u n k t - F u n k t i o n e n zu berechnen. I m al lgemeinen ist dies n u r i m R a h m e n von 
Storungstheor ie m d g l i c h , aber i m Falle eines auj^eren e lektromagnet i s chen Feldes 
ohne r a d i a t i v e Wechse lw i rkungen , also ohne e in dynamisches P h o t o n e n f e l d , ist die 
Lagrange -Di chte quadrat i s ch i m E l e k t r o n e n f e l d , u n d das P f a d i n t e g r a l k a n n aus-
ge f i ihr t werden . 
D i e Lagrange -Di chte eines Dirac-Feldes •ip{x) i n e inem auBeren e l e k t r o m a g n e t i -
schen Fe ld Af^{x) l a u t e t 
C{rP,d,i;) = Co{iP,d,y^) + C;^t{rp,d,^), (39) 
£o(V',<9^^) = Hif-m.)i.^, (40) 
Clnt{^,^,^P) = -exj^r^A^. (41) 
^ ^ 
Das S y m b o l ^ bezeichnet die symmetr i s che A b l e i t u n g 
0 - \  (42) 
Die V a r i a t i o n der W i r k u n g nach d e m Feld ip{x) u n d die daraus fo lgenden E u l e r -
Lagrange -Gle i chungen 
f i i h r e n auf die „klassische" Bewegungsgleichung u n d ihre A d j u n g i e r t e 
{i^-e4-m)xP = 0, 
- •t- (44) 
ipii^ + e4. + m) = 0, 
also die D i r a c - G l e i c h u n g , klassisch i n d e m Sinne, daB sie aus e i n e m klassischen 
V a r i a t i o n s p r i n z i p eines kont inu ie rhchen Systems fo lg t . 
D ie Z w e i - P u n k t - F u n k t i o n G{x,x') des (quant i s i e r ten ) Dirac -Fe ldes , d . i . der Va-
k u u m e r w a r t u n g s w e r t der ze i tgeordneten Fe ldoperatoren , e rg ib t sich aus d e m P f a d -
i n t e g r a l gemaB der F o r m e l 
G(x ,a ; ' ) = (0|rV'(a:)^(x ' )|0) = J Vx/;V^ i;{x)4^{x') e'^^'^''^\) 
W i e w i r oben gesehen habe, ist das e in F u n k t i o n a l i n t e g r a l i i ber alle klassischen 
Pfade, die das Feld durchschre i ten k a n n , gewichtet m i t e inem k o m p l e x e n M a B , das 
d u r c h das W i r k u n g s f u n k t i o n a l 
5[t/>] = J d^x C{iix),d^^{x)) (46) 
gegeben wdrd. D i e Z w e i - P u n k t - F u n k t i o n , d . i . der Propagator der Feynmanschen 
Storungstheor ie , k a n n als F u n k t i o n a l a b l e i t u n g des n o r m i e r t e n generierenden F u n k -
t iona ls 
W[7],fj] 
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ausgedruckt w e r d e n , das sich aus d e m u n n o r m i e r t e n generierenden F u n k t i o n a l 
W[r],f}] = J VipVTp exp iS[tl^,Tp] + i J d^x (f]{x)^{x) + xp{x)T]{x)') . (48) 
e r g i b t . D i e auBeren S t r o m e ijix), f}{x) Hefern d u r c h A b l e i t u n g nach i h n e n die n -
P u n k t - F u n k t i o n e n u n d werden nach D u r c h f i i h r e n der A b l e i t u n g z u N u l l gesetzt. D a 
das Fe ld f e r m i o n i s c h i s t , mi issen die klassischen Felder t/j(a;) als a n t i k o m m u t i e r e n d e 
I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e n b e t r a c h t e t u n d entsprechend m u B die passende F o r m e l f i i r die 
Gaufische I n t e g r a t i o n b e n u t z t werden . A l l e Ergebnisse der kanonischen Storungs -
theor ie lassen sich v o n diesem P f a d i n t e g r a l a b l e i t e n , i n d e m eine E n t w i c k l u n g des 
Feldes u m das V a k u u m i n ebene W e l l e n d u r c h g e f i i h r t w i r d . D a r i i b e r h inaus las-
sen sich bel iebige (auch ze i tabhangige) o r t h o n o r m a l e Satze v o n W e l l e n f u n k t i o n e n 
als Basis verwenden—also auch die Losungen des korrespondierenden klassischen 
Prob lems . E i n solcher A n s a t z ist als S a t t e l p u n k t - E n t w i c k l u n g des P fad integra l s 
b e k a n n t . 
Sei {tpnix)} e in ze i tabhangiger , vo l l s tandiger u n d zu a l ien Z e i t e n o r thogona ler 
Satz v o n Losungen der D i r a c - G l e i c h u n g i n e i n e m gegebenen ze i tabhang igen aufieren 
Fe ld Af^{x), d . h . , f i i r jedes n gelte 
u n d z u a l i en Z e i t e n 
( i ^ - e 4 - m)ipn = 0 
J d^X'lpn{x,t)'^n'{x,t) = Sr, 
(49) 
(50) 
f u r al le n , n' (gebraucht m a n eine 6oa; -Normierung, so k a n n dies auch f i i r K o n -
t i n u u m s z u s t a n d e verwendet werden ) . D a die Z e i t e n t w i c k l u n g der D i r a c - G l e i c h u n g 
u n i t a r i s t , w idersprechen diese be iden Gle i chungen e inander n i c h t . D i e I n t e g r a t i o n s -
var iab le '4){x) des F u n k t i o n a l i n t e g r a l s k a n n m i t ze i tabhangigen Koe f f i z i enten a{t) i n 
diese Basis e n t w i c k e l t w e r d e n : 
^ ( x , f ) = X^a„(t )V 'n(x, i ) (51) 
D i e A m p l i t u d e n a „ ( f ) werden d a m i t d u r c h S u b s t i t u t i o n zu den neuen I n t e g r a t i o n s v a -
r i a b l e n ; d a m i t das sich aus (51) ergebende '4>{x,t) eine G r a s s m a n n - Z a h l i s t , miissen 
die an{t) a n t i k o m m u t i e r e n . D ie Basis ipnix^t) ist eine gewohnl i che F u n k t i o n ; der 
Begr i f f einer G r a s s m a n n - Z a h l m a c h t h ier n u r i n V e r b i n d u n g m i t den I n t e g r a t i o n s -
v a r i a b l e n eines F u n k t i o n a l i n t e g r a l s S i n n . D i e L a g r a n g e - D i c h t e CQ des f re ien Feldes 
l a u t e t n u n m i t der S u b s t i t u t i o n (51) : 
^o = Yl {<(*) [M^f- rn)^;^'] an^t) + i [al{t)% a „ , ( i ) ] ( ^ „ 7 V n ' ) } (52) 
n,n' 
Der h ier v o r k o m m e n d e D i f f e r e n t i a l o p e r a t o r la,fit sich entsprechend seiner D e f i n i t i o n 
als 
{if-m)=^\{i^-m)-\{if-\-m) (53) 
32 II. Feldtheoretische Grundla-gen 
schreiben. D a die Bas i s funkt i onen tpn{x) die Gle ichungen 
e r f i i l l e n , l a u t e t die Lagrange -D i chte , ausgedr i i ckt d u r c h die a „ : 
n,n' 
Der VVechselwirkungsbeitrag zur Lagrange -Dichte ist i n analoger Rechnung 




u n d die gesamte Lagrange -Dichte l a u t e t daher e infach. 
(57) 
D a die I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e n a „ ( t ) der F u n k t i o n a l i n t e g r a t i o n n u r von der Z e i t , aber 
n i c h t v o m O r t abhangen, kann m a n die I n t e g r a t i o n i iber die O r t s k o o r d i n a t e n i m 
W i r k u n g s f u n k t i o n a l d u r c h f i i h r e n . A u f g r u n d der Orthogonal i ta tse igenschaf ten der 
B a s i s f u n k t i o n e n n i m m t die sich ergebende L a g r a n g e - F u n k t i o n L{t) die einfache F o r m 
Lit) = / d'xC{xp{x),d,Mx)) - E < ( 0 ^ « n ( / ) . (58) 
an. Diese L a g r a n g e - F u n k t i o n beschreibt das V e r h a l t e n des dynamischen Systems, 
das von den a „ ( t ) gebi ldet w i r d . D u r c h V a r i a t i o n der W i r k u n g f indet m a n als 
klassische Bewegungsgle ichung des Systems: 
^ ^ ^ ^ " (59) 
dc 
= 0 it) = 0 
dt dd-n 
Die A m p l i t u d e n a „ ( t ) s ind daher kons tant i n der Ze i t . D a die Bas i s funkt i onen 
die vo l l s tand igen Losungen der klassischen Bewegungsgle ichung, d . i . der D i r a c - G l e i -
chung i m aufieren Fe ld , s i n d , war dieses Ergebnis zu e r w a r t e n , vergleichbar einer 
K a n a l k o p p l u n g s - R e c h n u n g , i n der das S t o r u n g s p o t e n t i a l V abgeschaltet i s t . Q u a n -
teneffekte w u r d e n sich hier n u n als spontane (also n i c h t d u r c h ein aufieres Feld i n d u -
zierte) Spr i inge aus einer klassischen L5sung i n eine andere auf iern, wie es z .B . bei 
der Emiss i on eines Photons er fo lgt . 
D a die T r a n s f o r m a t i o n von den Feldvar iab len tpix) zu den K a n a l a m p l i t u d e n 
a „ ( t ) a u f g r u n d der N o r m i e r u n g (50) u n i t a r i s t , kann die B a s i s - T r a n s f o r m a t i o n 
Vi^Vi' = Vai... Valval .. .Va^ (60) 
i m P f a d i n t e g r a l durchge f i ihr t werden u n d das generierende F u n k t i o n a l so i n die 
folgende einfache F o r m gebracht werden : 
W[7], fj] = JVaj .. .Van .. .Va* .. .Val... 
e x p j z E Jdt J dt' al{t')B{t',t)ar {t)+ / dt {v:it)an{t) + a:{t)rj4t)) 
(61) 
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wobe i der I n t e g r a l - K e r n 
B{t',t) = t% S{t'-t) (62) 
l a u t e t . D i e Grof ien r]n{t) ersetzen die S t r o m e r / (x ) gemafi der Bez iehung 
(63) 
W i r n e h m e n n u n an , dafi d ie folgende F o r m e l f i i r k o m p l e x e Gausssche P fad integra le 
i i ber G r a s s m a n n - V a r i a b l e g i l t [Bai86] : 
J Va*Va e x p j z J dt' J dt a*{t')B{t',t)a{t) 
+1 J dt [rj*{t)a{t) + a*{t)r]{t)]^ 
- A A e x p | - z J dt' J dtr]*{t')B-\t',t)r]{t) 
(64) 
Das S y m b o l Af s teht f i i r e inen be l ieb igen , n i ch t notwendigerweise i i b e r a l l den g le i -
chen k o n s t a n t e n F a k t o r ( a h n l i c h , w ie m a n sonst „ c ons t " g e b r a u c h t ) . M i t dieser 
F o r m e l la f i t sich das P f a d i n t e g r a l d u r c h f i i h r e n u n d reduz ier t sich auf 
W[rj,fj]=AfexpS^-iY: jdt j dt'7^l{t')B-\t',t)r^r.{t)^ (65) 
Der U b e r g a n g z u m n o r m i e r t e n erzeugenden F u n k t i o n a l w i r d e infach d a d u r c h er-
r e i ch t , dafi m a n den k o n s t a n t e n F a k t o r Af weglaf i t . Das Inverse des O p e r a t o r - K e r n s 
B{t', t) f indet sich d u r c h eine F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n ; es g i l t 
u n d daher 
B 






Dieses I n t e g r a l i s t eine D a r s t e l l u n g der Heavisideschen S t u f e n - F u n k t i o n 0{t — t'). Je 
n a c h d e m , w i e die S i n g u l a r i t a t bei = 0 umgangen w i r d , e rg ib t es 
B'^d' t) = - [ — 1 ^i^(t-t') _ f -iO{t' - t) pos. Vorze ichen 
J 2Tr uj±ie^ ~ \ - t') neg. Vorze ichen 
(68) 
Diese W a h l fixiert d ie R a n d b e d i n g u n g e n des Propagators , den m a n aus d e m generie-
renden F u n k t i o n a l e r h a l t , u n d k a n n f i i r j eden Z u s t a n d separat getro i fen werden . I m 
R a h m e n der Feymanschen P r o p a g a t o r t h e o r i e b e s t i m m t sie, ob als E l e k t r o n oder 
P o s i t r o n i n t e r p r e t i e r t w i i r d e . Das n o r m i e r t e generierende F u n k t i o n a l l a u t e t end l i ch : 
W[r,, 7?] exp j - E ( / dt j dt' v:{t')Sn{t' - t)vn{t)) I , (69) 
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wobei der e indimensionale Propagator S'„(t' — t) eine der be iden fo lgenden F o r m e n 
a n n i m m t , i n A b h a n g i g k e i t davon , ob n i iber oder u n t e r der F e r m i - K a n t e F, also des 
hochsten, i m D i r a c - V a k u u m noch besetzten Zustandes, l i eg t : 
D u r c h diesen A u s d r u c k konnen alle n - P u n k t - F u n k t i o n e n der n i c h t - r a d i a t i v e n Q E D 
i n e inem auBeren Feld berechnet werden . D i e T h e o r i e ist d a m i t v o l l s t a n d i g be-
s t i m m t . W i r werden das spater ausnutzen , u m zu zeigen, daB die T h e o r i e auch 
d u r c h e in Di rac -See -Mode l l dargeste l l t werden k a n n . 
Der Propagator ( d . h . die 2 - P u n k t - F u n k t i o n ) f indet sich n u n als F u n k t i o n a h i b l e i -
t u n g des generierenden F u n k t i o n a l s : 
Es g i l t 
-^^=J2M^,t)—-- u n d = ^ V ^ „ ( . T , i ) — — (72) 




Dieser A u s d r u c k f i i r die 2 - P u n k t - F u n k t i o n ist ident i sch zur D a r s t e l l u n g des Feyn-
man-Propagators i n e inem auBeren Feld durch die Losungen der D i r a c - G l e i c h u n g . 
Dieses Ergebnis bedeute t , daB i n dieser Theor i e keine Q u a n t e n k o r r e k t u r e n exist ie -
ren . Dies war auch zu e r w a r t e n , da die Lagrange -Dichte quadra,tisch war u n d somi t 
das P f a d i n t e g r a l exakt d u r c h f i i h r b a r . I n der T a t laBt sich zeigen, daB sich Q u a n -
t e n k o r r e k t u r e n zur klassischen E n t w i c k l u n g des Feldes i n loops i n den F e y n m a n -
G r a p h e n auBern, die d u r c h die A n n a h m e , da.B das freie e lektromagnet i s che Feld 
abgeschaltet i s t , n i cht au f t re ten k o n n e n . 
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II.3 Die Dirac-See als Modell der QED 
Das aus d e m P f a d i n t e g r a l berechnete generierende F u n k t i o n a l u n d die daraus f o l -
genden n - P u n k t - F u n k t i o n e n sagen zunachst noch nichts i i ber Paarerzeugung aus. I n 
der T a t i s t die Bez iehung zwischen den n - P u n k t - F u n k t i o n e n , die die zentra len O b -
j e k t e der Q u a n t e n f e l d t h e o r i e s i n d , u n d der ^ ' - M a t r i x , die Aussagen i iber S t r e u u n g , 
E r z e u g u n g u n d V e r n i c h t u n g m a c h t , keineswegs so t r i v i a l , w ie es be i der B e t r a c h t u n g 
v o n F e y n m a n - G r a p h e n erscheinen m a g . 
Asymptotischer Formalismus 
Diese Bez iehung w i r d d a d u r c h hergeste l l t , daB m a n zunachst freie Q u a n t e n f e l d t h e o -
r i e n beschre ibt . F i i r sie la f i t sich n i c h t n u r das generierende F u n k t i o n a l angeben, 
sondern m a n k a n n auch e inen H i l b e r t r a u m u n d Fe ldoperatoren k o n s t r u i e r e n , deren 
V a k u u m e r w a r t u n g s w e r t e gerade auf dieses generierende F u n k t i o n a l f i i h r e n . B e t r a c h -
t e t m a n z .B . das n e u t r a l e Skalar fe ld ^(x), so w i r d e in F o c k - R a u m i iber den moghchen 
I m p u l s z u s t a n d e n k aufgespannt . Der O p e r a t o r des f re ien Feldes k a n n m i t d{k) u n d 
a"*"(A;), den V e r n i c h t u n g s - u n d Erzeugungsoperatoren i m F o c k - R a u m , als 
d^^k 
4>{x) = J (74) 
geschrieben werden . Dieser O p e r a t o r e r f i i l l t n i c h t n u r alle A x i o m e f i i r e in Q u a n t e n -
f e l d , ist also e in solches, sondern e rg ib t auch gerade das generierende F u n k t i o n a l , 
das aus d e m P f a d i n t e g r a l m i t einer quadrat i s chen L a g r a n g e - F u n k t i o n f o l g t , ist also 
e in freies Q u a n t e n f e l d . A u f g r u n d der F o c k - R a u m - S t r u k t u r k a n n m a n n u n die Ope-
r a t o r e n a+(fc) u n d a{k) als Erzeugungs- u n d V e r n i c h t u n g s o p e r a t o r e n f i i r Teilchen 
i n e i n e m V i e l t e i l c h e n - S y s t e m b e t r a c h t e n . 
W e n n W e c h s e l w i r k u n g e n v o r h a n d e n s i n d , die f i i r unend l i che Ze i t en verschwin -
den , so k a n n m a n a n n e h m e n , dafi das Feld < (^a;) d o r t die gleiche S t r u k t u r h a t wie 
i m f re ien F a l l , n a m h c h 
J m <^(x) = Z'/'Ux) = J [dUk)e-''-+ aUky'-
(27r)3a;,. 
und 
U m ^ ( x ) ^ Z ^ / ^ ^ U - ) - / 7 ^ 
d^k 




D a b e i i s t der G r e n z w e r t i m schwachen Sinne zu verstehen, d .h . , er g i l t , w e n n be-
hebige M a t r i x e l e m e n t e g e n o m m e n werden , u n d Z ist eine R e n o r m i e r u n g s k o n s t a n t e . 
B e t r a c h t e t m a n n u n eine 2 - P u n k t - F u n k t i o n G{x, x') m i t t —> - f oo u n d t' —> - o o , so 
k a n n diese geschrieben werden als 
G{X,X') = (0|<^out< i^n|0) 
d^k 1 d^A;' 1_ 
(77) (27r)3 2ujk (27r)3 2uk. 
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D a das V a k u u m i n Storungstheor ie als s t a b i l a n g e n o m m e n w i r d , a n n i h i l i e r e n sowohl 
Cout als auch Cout den V a k u u m v e k t o r , so daB n u r e in T e r m i i b e r l e b t : 
d^k d^k' 
-(0|aout(A:)ai+(fc')|0)e -i{k-k').x 
= J d^k{2Trfukd^k\2iTfujy{k,ovii\k\\ry)e-'^^-'''^-\ 
(78) 
D a d u r c h is t die 2 - P u n k t - F u n k t i o n m i t e i n e m b e s t i m m t e n 5 - M a t r i x e l e m e n t ver-
b u n d e n . I m R a h m e n der asympto t i s chen T h e o r i e w i r d dieses V e r f a h r e n syste-
m a t i s c h d u r c h g e f i i h r t u n d m a n e rha l t Reduktionsformeln, m i t t e l s derer jedes 5 -
M a t r i x e l e m e n t aus den n - P u n k t - F u n k t i o n e n der T h e o r i e berechnet werden k a n n . 
I I . 3 . 1 E i n - u n d V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e n 
W i r w o l l e n h ier e inen anderen Weg beschreiten: A n s t e l l e des f re ien Feldes b e t r a c h -
t e n w i r eine V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e v o n Te i l chen , die zwar n i c h t u n t e r e i n a n d e r , aber 
m i t e i n e m auBeren Feld wechselwirken. Insbesondere n e h m e n w i r an , daB der V a -
k u u m z u s t a n d der Fe ldtheor ie e inem V i e l t e i l c h e n - Z u s t a n d e n t s p r i c h t , i n d e m alle 
E in -Te i l chen -Niveaus u n t e r h a l b einer b e s t i m m t e n Energ ie , der Fermi-Kante, be-
setzt s i n d , u n d daB unbesetzte Zustande als A n t i t e i l c h e n i n t e r p r e t i e r t werden . A u c h 
f i i r diese T h e o r i e laBt sich das generierende F u n k t i o n a l berechnen, u n d es w i r d m i t 
d e m oben berechneten generierenden F u n k t i o n a l f i i r n i c h t - r a d i a t i v e Q E D i n auBeren 
Fe ldern ident i sch sein. 
Darstellung als gekoppelte Kanalgleichungen 
W^ir gehen v o n der D i r a c - G l e i c h u n g i n e inem aufieren Feld aus u n d schreiben sie i n 
H a m i l t o n s c h e r F o r m 
i-lxP) = Hl^P) (79) 
m i t d e m H a m i l t o n - O p e r a t o r 
i / = - z a • V + + eA°-ea-A (80) 
W i r zerlegen diesen ze i tabhangigen Opera to r gemafi 
H{t) = Ho + V{t) (81) 
i n e inen ze i tunabhang igen ungestor ten A n t e i l HQ u n d eine ze i tabhangige S t o r u n g 
V{t), d ie f i i r t ± o o verschwindet . Der ungestorte A n t e i l k a n n der freie H a m i l t o n -
O p e r a t o r sein (freie Basis ) , er kann aber auch eines der be iden K e r n f e l d e r i m Falle e i -
nes lon-Ion-Stof ies e n t h a l t e n (a tomare Basis) . D ie B e d i n g u n g , dafi d ie ze i tabhangige 
S t o r u n g verschwindet , bedeute t , dafi die a s y m p t o t i s c h e n W e l l e n f u n k t i o n e n L 5 s u n -
gen des unges tor ten A n t e i l s a m H a m i l t o n - O p e r a t o r s i n d , also freie Te i l chen i m Falle 
einer fre ien Basis oder mogl icherweise a tomare gebundene Zustande i n der a t o m a r e n 
Basis ( P a a r p r o d u k t i o n m i t E i n f a n g ) . 
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Z u d e m ze i tunabhang igen H a m i l t o n - O p e r a t o r HQ e x i s t i e r t e i n Satz v o n E igen -
zus tanden {|n) } m i t Eigenenergien £ „ : 
Ho\n) = Er^ln). (82) 
Der E i n f a c h h e i t ha lber n e h m e n w i r a n , dafi die Eigenzustande d i skre t u n d abzahlbar 
s ind ; dies ist i m R a h m e n einer B o x - N o r m i e r u n g z .B. i m m e r m o g l i c h . Jede Zustands -
v e k t o r \tp) k a n n i n diese Basis e n t w i c k e l t werden . D i e Entwicklungskoef lSzienten 
nennen w i r Kanalamplituden u n d def inieren sie d u r c h 
a{n) = (nlV')e' '^"*. (83) 
I h r e Z e i t e n t w i c k l u n g e r h a l t m a n d u r c h A b l e i t e n nach der Ze i t u n d Einsetzen des 
Ausdruckes (79) : 
= {{nm + l E ^ ) e'""' = J2Vnm{t)a{m), (84) 
wobe i die ze i tabhang igen K a n a l k o p p l u n g e n d u r c h 
Vr^mit) = ( n | A n t | m ) e ' ( ^ " - ^ - ' * (85) 
festgelegt w e r d e n . Diese Gle i chungen heifien gekoppelte Kanalgleichungen u n d b i l d e n 
die G r u n d l a g e f i i r viele n i c h t p e r t u r b a t i v e Berechnungen [ R u m 9 1 ] . Sie untersche i -
den sich v o n der gewohnl i chen Bas i sentwi ck lung d a d u r c h , dafi d ie Z e i t a b h a n g i g k e i t 
der Eigenzustande i n die Koef f i z ienten a ( n ) absorbiert w u r d e , so daf i , w e n n keine 
S t o r u n g v o r l i e g t , d ie K a n a l a m p l i t u d e n k o n s t a n t s ind ( u n d n i ch t m i t i h r e r E igen -
energie osz i l l i eren) . Insbesondere verschwinden die K a n a l k o p p l u n g e n f i i r t —> ± o o , 
u n d die K a n a l a m p l i t u d e n s ind a s y m p t o t i s c h k o n s t a n t . 
Vielteilchen-Theorie und Fock-Raum 
Der Satz al ler K a n a l a m p l i t u d e n a ( n ) b i l d e t die W e l l e n f u n k t i o n eines e inzelnen T e i l -
chens. D i e W e l l e n f u n k t i o n eines Vie l te i l chen-Systems aus Te i l chen w i r d entspre-
chend d u r c h 
a ( n i , . . . ,nAr) = ( n i , . . . , n i v | * ) (86) 
angegeben, was die A m p l i t u d e da f i i r i s t , dafi sich das erste Te i l chen i m Z u s t a n d 
n i , das zweite i m Z u s t a n d n2 usw. be f indet . V o m H i l b e r t r a u m - S t a n d p u n k t w i r d 
diese W e l l e n f u n k t i o n aus e i n e m V i e l t e i l c h e n - Z u s t a n d s v e k t o r |^) gewonnen, der i m 
d i r e k t e n P r o d u k t r a u m T^M.P. der E i n t e i l c h e n - H i l b e r t r a u m e Fis.p. (d ie A b k i i r z u n g e n 
M . P . u n d S.P. beziehen sich au f die entsprechenden englischen A u s d r i i c k e ) 
;v 
^ M . p . - ^ - H s . P . (87) 
71=1 
liegt. 
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S i n d die Te i l chen des Vie l te i l chen-Systems ununters che idbar , so d a r f sich die 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t , dafi das System i n e i n e m b e s t i m m t e n Z u s t a n d i s t , n i c h t a n d e r n , 
w e n n zwei Te i l chen ( u n d d a m i t zwei A r g u m e n t e der W e l l e n f u n k t i o n ) ver tauscht 
werden . B e k a n n t l i c h f i i h r t dieses A r g u m e n t dazu , dafi d ie W e l l e n f u n k t i o n be i Ver-
tauschen zweier A r g u m e n t e entweder u n v e r a n d e r t b l e i b t oder n u r i h r Vorzeichen 
wechselt : 
l a ( . . . , n , - , . . . , n j , . . . ) = a ( . . . , n ^ , . . . , n , - , . . . )| 
a{...,ni,...,nj,...) = ± a ( . . . , n ^ , . . . , n , - , . . . ) . 
(88) 
M i t d e m P e r m u t a t i o n s o p e r a t o r 
Pij\...,ni,...,nj,...) = | . . . , n j , . . . , n i , . . . ) (89) 
la f i t sich diese Bez iehung so schreiben 
P i J ^ ) = ±\^) (90) 
f i i r alle i u n d j , d . h . , die H i l b e r t r a u m v e k t o r e n | ^ ) , die physikal ische Zustande be-
schreiben, mussen E igenvektoren zu al ien P e r m u t a t i o n s o p e r a t o r e n sein. W e n n der 
V i e l t e i l c h e n - H a m i l t o n - O p e r a t o r m i t den P e r m u t a t i o n s o p e r a t o r e n ver tauscht (was er 
t u t , denn auch der H a m i l t o n - O p e r a t o r k a n n ununtersche idbare Te i l chen n i c h t u n t e r -
scheiden) , b l e i b t diese Eigenschaft auch u n t e r der Z e i t e n t w i c k l u n g e r h a l t e n . D i e Ze i -
t e n t w i c k l u n g geschieht daher i m symmetr i s chen bzw. a n t i s y m m e t r i s c h e n U n t e r r a u m 
der V i e l t e i l c h e n - W e l l e n f u n k t i o n e n , u n d es gen i ig t , diese U n t e r r a u m e zu b e t r a c h t e n . 
Z u r Beschre ibung v o n symmetr i s chen u n d a n t i s y m m e t r i s c h e n W e l l e n f u n k t i o n e n 
ist der F o c k - R a u m - F o r m a l i s m u s geschaifen worden . Jeder Z u s t a n d 
| n i , . . . , n ; v ) (91) 
k a n n ( a n t i - ) s y m m e t r i s i e r t werden , i n d e m m a n alle P e r m u t a t i o n e n dieses Zustandes 
i i b e r l a g e r t : 
\ni,...,nM)s = ^ E (92) 
(ofi,...,o;jv) 
| n i , . . . , n ^ ) ^ 5 = ( - l ) ^ « " " K , . . . , n . , ) . (93) 
• {ai,...,at^) 
D a b e i l a u f t ( o i , . . . , a^) i i ber alle P e r m u t a t i o n e n v o n ( 1 , . . . , A ' ' ) , u n d sgn a bezeich-
net das Vorzeichen der P e r m u t a t i o n . 
E i n ( a n t i - ) s y m m e t r i s c h e r Z u s t a n d w i r d n i c h t m e h r d a d u r c h gekennzeichnet , we l -
che Te i l chen i n welchem Z u s t a n d s i n d , sondern wiev ie le . I n der Besetzungszahldar-
s t e l l u n g schreibt m a n f i i r den Z u s t a n d , i n d e m jewei ls ki Te i l chen i m Z u s t a n d i s i n d , 
den Zus tandsvektor 
\{k„...,k,...)). (94) 
Jedes ki k a n n f i i r symmetr i s che Zustande W e r t e v o n 0 bis U n e n d l i c h a n n e h m e n , f i i r 
a n t i s y m m e t r i s c h e Zustande a l lerdings n u r N u l l oder E i n s , da , fa l ls rii = rij ga l te , 
| . . . , n i , . . . , n j , . . . ) - | . . . , n j , . . . , n i , . . . ) = - | . . . , n , - , . . . , r a j , . . . ) = 0 (95) 
n.3. Die Dirac-See als Modell der QED 39 
fo lgen w i i r d e . I n e i n e m a n t i - s y m m e t r i s c h e n Z u s t a n d k a n n also jewei ls n u r m a x i m a l 
e in Te i l chen i n e i n e m gegebenen Z u s t a n d sein (Pauli-Prinzip). A u f diesen Zustands -
v e k t o r e n , d ie eine Basis des ( a n t i - ) s y m m e t r i s c h e n U n t e r r a u m s b i l d e n , de f in ier t m a n 
Erzeugungsoperatoren a+ u n d V e r n i c h t u n g s o p e r a t o r e n a „ : 
{h,...,K,...)) = ^kn + l\{h,...,K + l,...)) (96) 
Sie e r f i i l l e n daher i m Fal le symmetr i s cher W e l l e n f u n k t i o n e n die Vertauschungsre la -
t i o n 
«n,a™] = a „a+ - a + a „ = S^m (98) 
at 
u n d i m Fal le a n t i s y m m e t r i s c h e r die R e l a t i o n 
« m } = ^ndt + at,dn = 6nm (99) 
Diese A l g e b r a v o n O p e r a t o r e n e r l a u b t es, Systeme m i t einer be l ieb igen A n z a h l v o n 
Te i l chen z u beschreiben. D e n Z u s t a n d , i n d e m das Sys tem keine Tei lchen e n t h a l t , 
n e n n t m a n das Vakuum u n d schreibt i h n 
|0). (100) 
E r ist d a d u r c h ausgezeichnet, dafi f i i r alle Zus tande n 
a„|0) = 0 (101) 
g i l t . E i n Erzeugungsoperator f i i g t diesem Z u s t a n d e in Te i l chen h i n z u , e in V e r n i c h -
tungsopera tor e n t f e r n t eines. 
D i e Bez iehung zwischen einer V i e l t e i l c h e n - W e l l e n f u n k t i o n u n d d e m entsprechen-
den F o c k - R a u m - V e k t o r w i r d d u r c h die be iden fo lgenden Gle i chungen gegeben: 
1*) = i ^ E - - - E « ( ^ i - - - > M < - - - < | 0 ) , (102) 
a{m,...,nN) = ( 0 | a „ ^ . . . a „ J * ) . (103) 
D a b e i s t e l l t der F a k t o r l/Nl i n R e c h n u n g , dafi j ewei ls uber al le A'^ ! P e r m u t a t i o -
nen der rii s u m m i e r t w i r d , d ie be i der ( A n t i - ) S y m m e t r i s i e r u n g au f den gleichen 
H i l b e r t r a u m - V e k t o r abgebi ldet werden . Diese A b b i l d u n g zwischen d e m s y m m e t r i -
schen bzw . a n t i - s y m m e t r i s c h e n U n t e r r a u m des V i e l t e i l c h e n - H i l b e r t r a u m u n d d e m 
d u r c h d ie Ver tauschungsre la t i onen (98) spezi f iz ierten F o c k - R a u m ist e i n e i n d e u t i g , 
w ie m a n m i t H i l f e der Ver tauschungsre la t i onen nachrechnet . 
Zeitentwicklung 
D i e D y n a m i k eines ( a n t i - ) s y m m e t r i s i e r t e n V ie l t e i l chenzus tands w i r d d u r c h eine 
Schrod inger -Gle i chung m i t e i n e m V i e l t e i l c h e n - H a m i l t o n - O p e r a t o r Hu.v. b e s t i m m t : 
^ | ^ ) = ^ M . P . | ^ ) . (104) 
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W e n n die Te i l chen n i c h t m i t e i n a n d e r wechse lwirken, i s t Hu.P. e i n d i rektes P r o d u k t 
aus den E i n - T e i l c h e n - H a m i l t o n - O p e r a t o r e n H = Hs.F., d . h . , seine M a t r i x e l e m e n t e 
s i n d d u r c h 
( n i , . . . ,nN\Hu.F.\mi,... , m ; v ) = {ni\H\mi) + • • • + {nN\H\mN) (105) 
gegeben. I n Besetzungszahldarste l lung , ausgedr i i ckt d u r c h die F o c k - R a u m - O p e r a -
t o r e n , l a u t e t er 
^ M . P . = E ( " l ^ l " ^ ) « n « m . (106) 
nm 
Diese Bez iehung d r i i c k t aus, daB das M a t r i x e l e m e n t {n\H\m) spezi f iz iert , m i t w e l -
cher A m p l i t u d e e in Te i l chen aus d e m Z u s t a n d m ( V e r n i c h t u n g ) i n den Z u s t a n d n 
(Erzeugung ) i i bergeht . W i i r d e n die Te i l chen des Systems m i t e i n a n d e r wechselwir-
k e n , k a m e n hohere P r o d u k t e v o n Erzeugungs- u n d Vern i ch tungsopera toren vor . 
D e n gekoppe l ten Kana lg l e i chungen (84) e n t s p r i c h t der H a m i l t o n - O p e r a t o r m i t 
den M a t r i x e l e m e n t e n 
{n\H\m) = Vnmit), (107) 
der d u r c h (85) m i t d e m Wechse lwirkungsante i l des u r s p r i i n g l i c h e n H a m i l t o n - O p e -
ra tors v e r b u n d e n i s t . D i e m i t diesem H a m i l t o n - O p e r a t o r berechneten A m p l i t u d e n 
{n\ip) s ind die K a n a l a m p l i t u d e n i m Sinne v o n (83) , d . h . , die Zus tande |n) u n t e r -
scheiden sich i n e i n e m oszi l l ierenden Phasenfaktor v o n den e igent l i chen Z u s t a n d e n 
des physikal ischen Systems. D a m i t w i r d die D y n a m i k eines Vie l te i l chensystems 
n ichtwechse lwirkender Tei l chen d u r c h die Schrod inger -Gle i chung 
•dm 
I - = Hu.p.m (108) 
dt 
m i t d e m H a m i l t o n - O p e r a t o r 
Hu.p. = Y.^nn'atdn'. (109) 
n,n' 
b e s t i m m t . W i r werden uns spater i iberzeugen, daB dieser H a m i l t o n - O p e r a t o r t a t -
sachlich e in System nichtwechse lwirkender Tei l chen beschre ibt . 
Antiteilchen 
I n das so de f in ier te M o d e l l k a n n m a n A n t i t e i l c h e n e i n f i i h r e n , i n d e m m a n eine Fermi-
Kante F e i n f i i h r t , u n d u n t e r h a l b der F e r m i - K a n t e V e r n i c h t u n g s - u n d Erzeugungs-
operatoren neu de f in i e r t : 
= , n < 0 • 
wobe i der A u s d r u c k n > 0 f o r m a l als „n l i egt i i b e r der F e r m i - K a n t e " z u lesen 
i s t . D i e neu e inge f i ihr ten O p e r a t o r e n 6„ u n d c?„ e r f i i l l e n i m m e r n o c h d ie g le i -
chen Vertauschungsre lat ionen u n d k o n n e n als V e r n i c h t u n g s o p e r a t o r e n f i i r Te i l chen 
bzw. A n t i - T e i l c h e n i n t e r p r e t i e r t werden . E i n e solche I n t e r p r e t a t i o n i s t a l lerdings 
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n u r d a n n s innvoU, w e n n die V i e l t e i l c h e n - W e l l e n f u n k t i o n e n a n t i s y m m e t r i s c h s ind u n d 
die F o c k - R a u m - O p e r a t o r e n A n t i v e r t a u s c h u n g s r e l a t i o n e n e r f i i l l e n . D a n n k a n n m a n 
e inen neuen V a k u u m - Z u s t a n d , das D i r a c - V a k u u m |0) de f in ieren, i n d e m alle u n t e r 
der F e r m i - K a n t e l iegenden Zus tande ge f i i l l t s ind . A u f g r u n d des P a u l i - P r i n z i p s an -
n i h i l i e r e n d a n n sowohl Te i l chen- als auch A n t i t e i l c h e n - V e r n i c h t e r das neue V a k u u m : 
6p|0) = i j O ) = 0. ( I l l ) 
Diese R e l a t i o n b e g r i i n d e t es, das D i r a c - V a k u u m als leer z u b e t r a c h t e n . 
Solange die Te i l chen des Systems n i ch t wechse lwirken, also keine N o t i z vone in -
ander n e h m e n , m a c h t das Vorhandense in der Dirac-See i m V a k u u m keine Prob leme . 
Daf i Grof ien w i e Energ ied i chte u n d L a d u n g d ivergent s i n d , aufiert sich n i c h t i n der 
D y n a m i k des Systems, u n d f i i r die Berechnung v o n Observablen k a n n m a n sich for-
m a l au f die Di f ferenz z u m V a k u u m z u s t a n d beschranken. W e c h s e l w i r k u n g s t e r m e i m 
H a m i l t o n - O p e r a t o r miissen a l lerdings so e inge f i ihr t w e r d e n , dafi sie m i t d e m V a -
k u u m i n r i c h t i g e r Weise wechse lwirken . M a n erre icht dies d u r c h N o r m a l o r d n u n g , 
d . h . , m a n schre ibt sowohl Te i l chen- als auch A n t i t e i l c h e n - V e r n i c h t e r stets rechts v o n 
den E r z e u g e r n , so dafi j eder normalgeordnete A u s d r u c k das V a k u u m a n n i h i l i e r t . 
I I . 3 . 2 D i e n i c h t w e c h s e l w i r k e n d e D i r a c - S e e 
Faktorisierung der Vielteilchen-Zustande 
D a m i t ist das V i e l t e i l c h e n s y s t e m f o r m a l spezi f iz iert . V i e l w i c h t i g e r als die F o r m u l i e -
r u n g m i t t e l s eines V i e l t e i l c h e n - H a m i l t o n - O p e r a t o r s ist aber die Tatsache, dafi sich 
a u f g r u n d der F a k t o r i s i e r u n g (105) der V i e l t e i l c h e n z u s t a n d zu j eder Ze i t aus L o s u n -
gen der E i n - T e i l c h e n - G l e i c h u n g k o n s t r u i e r e n la f i t . K o n s t r u i e r t m a n n a m h c h den 
V i e l t e i l c h e n z u s t a n d |^) aus e i n e m Satz v o n E in -Te i l chen -Losungen \ipi{t)), die 
.8 
Mt)) = H\Mt)) 




SO g i l t f i i r die Z e i t e n t w i c k l u n g dieses Zustands 
^ ^ 1 * ^ ^ ) ^ = 1 ^ E • • • E E ( ^ l l ^ l ) • • • • • • Mrl^N) a+ . . . dtJO). (114) m 
"AT t = l 
Andererse i t s ist d ie W i r k u n g des V i e l t e i l c h e n - H a m i l t o n - O p e r a t o r s .^M.P . aus (109) 
aufgrund der Beziehung 
N 
(115) 
42 I I . Feldtheoretische Grundlagen 
d u r c h 
N 
i ^ M . P . W ) ) = ^ E - - - E E E (116) 
( n i l ^ i ) . . . (n;v|V'iv) Sn„mVnm{t) a + . . . a+ . . . a+ 71 AT 0) . 
Die S u m m e uber n , m s t a m m t aus der D e f i n i t i o n des V i e l t e i l c h e n - H a m i l t o n - O p e r a -
t o r s , d ie i i b e r i aus der Bez iehung (115) . D i e ^ - M a t r i x k i i r z t die S u m m a t i o n uber 
m , u n d nach Vertauschen v o n n m i t rii l a u t e t dieser A u s d r u c k 
N u n g i l t 
^ M . P . W ) ) - ^ E - - - E E E 
• Til njv n i=l 
{n-i\ipi)... Vnin{t){n\il)i) ... {riNl'tpN) a 
E K ^ 7 . ( n | = ( m | ^ 
.. .a |0). 
(117) 
(118) 
u n d d a m i t werden die rechten Seiten v o n (114) u n d (117) ident i s ch . I n e i n e m System 
nichtwechse lwirkender Tei l chen laBt sich also die V i e l t e i l c h e n - W e l l e n f u n k t i o n aus 
Losungen der E i n - T e i l c h e n - W e l l e n f u n k t i o n k o n s t r u i e r e n , w i e es auch n i ch t anders 
zu e r w a r t e n w a r , da dies gerade der I n h a l t des Begrif fs „nichtwechselwirkend" i s t . 
Heisenberg-Formulierung und das generierende Funktional 
B e i der Paarerzeugung b e t r a c h t e n w i r Systeme, die sich anfangs a s y m p t o t i s c h i m 
V a k u u m z u s t a n d be f inden . I m Sinne des D i r a c - V a k u u m s besteht dieser An fangszu -
s tand daher aus der au fge f i i l l t en Dirac-See, die w i r f i i r d ie Zwecke der Berechnung 
zunachst als end l i ch annehmen u n d deren Zustande m i t q i , . . . ,qN bezeichnen. Z u -
gleich n e h m e n wie eine B o x - N o r m i e r u n g a n , so daB die Basis abzah lbar i s t . Spater 
muB d a n n n a t i i r l i c h der Grenzwer t N ^ oo sowie einer unend l i chen A u s d e h n u n g 
des Kastens b e t r a c h t e t werden . D i e W e l l e n f u n k t i o n e n der Dirac -See-Zustande be-
zeichnen w i r d u r c h 
iV'?), g e = Dirac-See (119) 
u n d w a h l e n sie so, dafi 
J m ^ a , „ ( i ) = ^ g n . (120) 
q bezeichnet also e inen Z u s t a n d aus der Dirac-See. 
Das Wissen u m die Z e i t e n t w i c k l u n g der Dirac-See la f i t s ich d u r c h E i n f i i h r e n v o n 
Heisenberg -Operatoren i n den Formal i smus e i n f u h r e n . Geht m a n v o n d e m A u s d r u c k 
(113) aus u n d de f in ier t (ze i tabhangige) He isenberg -Operatoren gemafi 
at 
E « p n ( i ) a + 
n 
(121) 
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d a n n laiJt sich der Z u s t a n d des Systems z u e i n e m Z e i t p u n k t t als 
i * W ) - ^ S . ( 0 - - - % . ( 0 | 0 ) , (122) 
schre iben, wobe i q i , . . . ,qN die Zustande der Dirac-See bezeichnen. D a die Trans for -
m a t i o n v o n Schrodinger- z u He isenberg -Operatoren u n i t a r i s t , e r f i i l l e n l e tz tere die 
gle ichen Ver tauschungsre la t i onen w i e erstere, d .h . f i i r F e r m i o n e n 
D i e He i senberg -Operatoren e r f i i l l e n daher die Bez iehungen 
a „ ( i ) | ^ t ) = 0 , w e n n n G Dirac-See 
u n d 
S n ( O l ^ t ) = 0 , w e n n n ^ Dirac-See. 





A u s g e s t a t t e t m i t diesem Wissen k o n n e n w i r n u n das generierende F u n k t i o n a l 
dieser V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e b e t r a c h t e n . Es ist m i t t e l s der He i senberg -Operatoren 
d u r c h den A u s d r u c k 
W[fi,fl] = {0\T exp{fdt E p [vmKit) + Ut)K(i)]}\^)- (127) 
d e f i n i e r t , wobe i d ie S t r o m e fj, fj wieder als H i l f s v a r i a b l e z u m Herausziehen der n -
P u n k t - F u n k t i o n e n 
( o | r a p { o a , ( 0 | o ) ( i 2 8 ) 
d ienen. D u r c h S u b s t i t u i e r e n v o n (121) u n d E i n f i i h r e n neuer S t r o m e (d ie w i r spater 
m i t den S t r o m e n (63) ident i f i z i e ren werden) 
Vn{t) = Y.UtKn{t) (129) 
P 
k a n n dies i n die F o r m 
W[r),n] = {0\T exp {f dt E „ [ < ( i ) « n ( i ) + Vn{t)atm \0). (130) 
umgeschr ieben werden . O b w o h l die h ier verwendeten S c h r o d i n g e r - O p e r a t o r e n ze i t -
u n a b h a n g i g s i n d , i s t es n o t w e n d i g , das Z e i t a r g u m e n t b e i z u b e h a l t e n , u m die k o r r e k t e 
Z e i t o r d n u n g d u r c h f i i h r e n z u k o n n e n . M i t t e l s W i c k s T h e o r e m [ItzSO] la f i t sich das 
E x p o n e n t i a l auf der rechten Seite als normalgeordneter A n t e i l u n d eine S u m m e i i b e r 
V a k u u m e r w a r t u n g s w e r t e der Schrod inger -Operatoren schre iben: 
W[ri,fj] = {0\'exp{i!dtj:n[v:it)an + Vn{tK]}:\0) 
X exp - | / dtdt'Y,ri:{m\TaAt'Km)Vn{t) 
(131) 
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D e r normalgeordne te T e r m auf der rechten Seite verschwindet , da i n der E x p o n e n t i -
a lre ihe al le hoheren T e r m e d u r c h die N o r m a l o r d n u n g das V a k u u m a n n i h i l i e r e n u n d 
nur der n i edr igs te , d . i . E i n s , i i b e r l e b t . Das ze i tgeordnete P r o d u k t der Schrodinger-
O p e r a t o r e n is t gemafi (101) 
{O\Tdr,,{t')dr.{t)\O)=6r.r.-0{t'-t) (132) 
M a n e r h a l t schlief i l ich f i i r das generierende F u n k t i o n a l den geschlossenen A u s d r u c k 
W[v,v] = e x p | - E ( / d t / d t ' r j : { t ' ) e { t ' - t ) 7 ? „ ( t ) ) | , (133) 
der m i t d e m A u s d r u c k (69) ident isch i s t , w e n n der V o r w a r t s p r o p a g a t o r gewah l t w i r d . 
Das ist k o r r e k t , da w i r noch n i c h t v o n A n t i t e i l c h e n Gebrauch gemacht haben . D a m i t 
is t gezeigt, dafi die h ier beschriebene V i e l t e i l c h e n - T h e o r i e das gleiche generierende 
F u n k t i o n a l h a t w i e die oben d i s k u t i e r t e n i c h t - r a d i a t i v e Q E D i n e i n e m aufieren Fe ld , 
u n d dafi daher Greensche F u n k t i o n e n u n d 5 - M a t r i x e l e m e n t e aus der V i e l t e i l c h e n -
T h e o r i e berechnet werden k o n n e n . 
I I . 3 . 3 D i e P a a r e r z e u g u n g s a m p l i t u d e 
D i e A m p l i t u d e f i i r die Erzeugung eines E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r s i n den Z u s t a n d e n 
p ( E l e k t r o n ) u n d q (Pos i t ron ) ist gegeben d u r c h 
S,, = {P,q\^) = (OKkl^) = ( 0 i a + a , | * ) . (134) 
bezeichnet den asympto t i s chen E n d z u s t a n d 
| ^ ) = ^ l i m | ' J ( t ) ) . (135) 
I n analoger Weise def inieren w i r die E i n - T e i l c h e n - S t r e u m a t r i x 
ttnm = l i m anm{t), (136) 
I—»oo 
aus der der asymptot i s che E n d z u s t a n d k o n s t r u i e r t i s t . D i e M a t r i x a z e r fa l l t i n v ier 
Q u a d r a n t e n , je n a c h d e m , welcher I n d e x i iber oder u n t e r der F e r m i - K a n t e l i egt : 
a = ( . " l (137) 
Der Q u a d r a n t a++ beschreibt Ubergange zwischen Tei l chen pos i t i ver Energ ie , a 
zwischen solchen negat iver Energ ie , w a h r e n d die be iden anderen Ubergange z w i -
schen be iden K o n t i n u a b e i n h a l t e n . 
Mit (113) lautet 5p , : 
_ 1 _ 
(0|a+a,|*) = ^ E • • • E « . : n . . . . a , , „ , (0|a+a,a+ . . . |0). (138) 
"1 
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M i t t e l s der R e l a t i o n (115) u n d nach E i n f i i h r u n g einer we i te ren S u m m a t i o n i i ber n, 
die sich m i t der 5 - M a t r i x Sgn k i i r z t , ist dies 
1 N 
{0\a+ap\^) = - ^ E - - - E E E < ^ P , n . V « 9 i n i • • • « ? N n N ( O K •••a+. . .a+^|0). 
n i ni^ ,=1 n 
Vertauscht m a n n u n u n d n u n d k i i r z t die erste ^ - M a t r i x , so e r h a l t m a n 
(139) 
1 N 
{0\a+a,\^) = ^ E E • • • E . . . V . • • • « ™ ( O K --.at, |0) • (140) 
' • t = l "1 
Das M a t r i x e l e m e n t verschwindet o f fensicht l i ch n u r d a n n n i c h t , w e n n ( n i , . . . , n A r ) 
eine P e r m u t a t i o n der Dirac -See-Zustande ( g i , . . . ^ q ^ ) i s t , u n d ist d a n n das Vorze i -
chen der P e r m u t a t i o n . Daher ist d ie A''-fache S u m m e gerade eine D e t e r m i n a n t e : 
^PQ — E ^liP 
• • • 0 . . . qqiq^ 
. . . 1 . . . 
QqN<ii • • • 0 ... Qq^qN 
(141) 
wobe i sich die 1 i n der i - t e n Zei le u n d der j - t e n Spalte be f indet , so dafi q j = q . D i e 
D e t e r m i n a n t e is t also eine U n t e r d e t e r m i n a n t e des a - Q u a d r a n t e n der E i n - T e i l c h e n -
S - M a t r i x , u n d w i r bezeichnen sie m i t Aq-q-: 
— E a-qipA-gq- (142) 
N u n g i l t a u f g r u n d der Cramerschen Regel f i i r das Inverse v o n a d ie F o r m e l : 
1 
a : L = 
det a 
ad(a ) , (143) 
wobe i 
a d ( a _ _ ) = (A, , . , . ) . - , , . i , . . . , ; , (144) 
die a d j u n g i e r t e M a t r i x , d ie aus a l ien U n t e r d e t e r m i n a n t e n geb i ldet w i r d . A l so i s t 
A„.. = d e t a _ _ ( a : L ) „ . (145) 
u n d die P a a r e r z e u g u n g s a m p l i t u d e s te l l t sich daher als das M a t r i z e n p r o d u k t 
Spq = J2 ^np{aZl)qn (146) 
n < 0 
dar . U m a_]_ z u berechnen, k a n n die U n i t a r i t a t der E i n - T e i l c h e n - S ' - M a t r i x ausge-
n u t z t w e r d e n : Wegen a + a = 11 g i l t 
a l _ a -|- a^_a^- = II + (147) 
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u n d daher 
aZl = (U - a + _ a + _ ) - ^ a l _ . (148) 
I n Storungstheor ie geht m a n davon aus, daiJ die S t r e u m a t r i x v o n der Diagonale 
d o m i n i e r t w i r d . D a n n k a n n m a n a | _ a + _ als k l e i n gegen 11 a n n e h m e n u n d diesen 
A u s d r u c k i n die Neumannsche Reihe e n t w i c k e l n : 
aZl = at_ + ( a + _ a + _ ) a l _ + ( a + _ a + _ ) ' a l _ + . . . , (149) 
u n d daher is t i n n iedr igs ter O r d n u n g 
a l l ^ at 
D i e D e t e r m i n a n t e det a ist schliefi l ich gerade die V a k u u m - z u - V a k u u m - A m p l i t u d e : 
(0|*) = 4 E • • • E • • • ( O K • • • < | 0 ) = det a _ _ . (151) 
• T i l " i V 
D a m i t l a u t e t die E i n - P a a r - A m p l i t u d e i n dieser N a h e r u n g 
Spq = i m E (152) 
n < 0 
Dieser A u s d r u c k unterscheidet sich i n d e m V o r f a k t o r (0|^) , d . i . die V a k u u m - z u -
V a k u u m - A m p l i t u d e , v o n d e m A u s d r u c k , den m a n i n gewohnl i cher Storungstheor ie 
e r h a l t . O b w o h l w i r also oben Storungstheor ie f i i r die Berechnung der E i n - T e i l c h e n -
S ' - M a t r i x a n g e n o m m e n haben , unterscheidet sich das Endergebnis v o n der F e y n m a n -
schen Storungstheor ie . I n le tz terer w i r d angenommen, dafi d ie W a h r s c h e i n l i c h k e i t 
f i i r die Paarerzeugung i n e i n e m aufieren Feld sehr k l e i n i s t u n d daher die V a k u u m -
z u - V a k u u m - A m p l i t u d e ungefahr eins b e t r a g t . I m Falle mehr facher Paarerzeugung 
g i l t dies gerade n i c h t m e h r , so dafi die V a k u u m - z u - V a k u u m - A m p l i t u d e k l e i n gegen 
eins w i r d u n d sich das M a t r i x e l e m e n t Spg so r e d u z i e r t , dafi U n i t a r i t a t gewahr t w i r d , 
w ie w i r i m nachsten A b s c h n i t t sehen werden . 
(150) 
Allgemeine Formulierung 
E i n anderer W e g , zu diesem Ergebnis zu k o m m e n , i s t , m i t He isenberg -Operatoren zu 
a r b e i t e n . F i i r eine T h e o r i e m i t A n t i - T e i l c h e n werden die entsprechenden Heisenberg-
O p e r a t o r e n gemafi den fo lgenden Gle ichungen de f in ie r t : 
m = E « ; n ( o ^ : + E « ; . ( o ^ n 
n < 0 n > 0 
dgii) = T,aqnit)dn + J2ag4t)bt 
n<0 n>0 
u n d 
k = E « n p ( < K ( 0 + E « " p ( O l ( 0 
n<Q n > 0 
n < 0 n > 0 
(153) 
(154) 
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D a m i t VsSt s ich die E i n - P a a r - A m p H t u d e i n e inen A u s d r u c k m i t He isenberg -Opera -
t o r e n u m s c h r e i b e n : 
( o | i , 6 p i ^ ) = E E a > n ' p ( o | i X | v f ) - f E E < , « n ' p ( o r M j * ) . 
n<Fn'<F n>F n'<F 
(155) 
A u f g r u n d der K o m m u t a t i o n s r e l a t i o n e n laf i t s ich der erste S u m m a n d u m f o r m e n , u n d 
m a n e r h a l t 
n<F n>Fn'<F 
(156) 
D e r erste T e r m h ier ist gerade j ener , den w i r oben als d o m i n a n t ge funden haben . 
D e r zwei te T e r m e n t s p r i c h t den T e r m e n , die i n der R e i h e n e n t w i c k l u n g (149) ver-
nachlassigt w u r d e n . W a h r e n d der erste T e r m aus E l e m e n t e n v o n a , a++ u n d 
(0|^) zusammengesetzt i s t , e n t h a l t der zwei te zwei E lemente aus a + _ (bzw. a _ + ) 
sowie die U b e r g a n g s a m p h t u d e {0\d^dn>\'^) , d . i . die A m p h t u d e , dafi sich aus d e m 
D i r a c - V a k u u m plus e i n e m Paar ( n , n ' ) wieder das V a k u u m e n t w i c k e l t , also eine 
P a a r a n n i h i l a t i o n s a m p h t u d e . N e h m e n w i r wieder a n , dafi die E i n - T e i l c h e n - S ' - M a t r i x 
a v o n der Diagonale d o m i n i e r t w i r d , so ist der zweite T e r m u m mindestens zwei 
O r d n u n g e n k le iner als der erste u n d k a n n daher vernachlassigt werden . W i r wer-
den i m fo lgenden m i t a l ien T e r m e n dieser A r t ebenso v e r f a h r e n u n d n u r die jewei ls 
f i i h r e n d e n O r d n u n g e n b e t r a c h t e n . 
11.4 Die Multiplizitatsverteilung 
I I . 4 . 1 A b l e i t u n g d e r P o i s s o n - V e r t e i l u n g 
A u f g r u n d dieser A r g u m e n t a t i o n k a n n n u n auch die A m p l i t u d e , mehrere Paare zu 
erzeugen, berechnet werden . D a z u ist es n i i t z l i c h , die reduzierten E i n - P a a r - A m p l i -
t u d e n e i n z u f i i h r e n , d ie den V a k u u m - z u - V a k u u m - F a k t o r n i c h t e n t h a l t e n u n d wie sie 
sich aus der gewohn l i chen Storungstheor ie ergeben: 
^r>^ = ] l f ^ = T,<it)anr>{t). (157) 
M i t dieser D e f i n i t i o n l a u t e t d ie Z w e i - P a a r - A m p l i t u d e d a n n i n den gle ichen Nahe-
r u n g e n w i e zuvor 
Spqpiqi = {Q\^){SpqSpiqi — Spq'Spiq). (158) 
D i e be iden T e r m e entsprechen den be iden mog l i chen A u s t a u s c h g r a p h e n i n Feyn -
mans Storungstheor ie . D i e W a h r s c h e i n l i c h k e i t f i i r d ie E r z e u g u n g zweier Paare m i t 
i rgendwelchen E n e r g i e n ist d a n n die S u m m e i iber die A b s o l u t b e t r a g e der A m p l i t u -
den : 
^ p > 0 9 < 0 p ' > 0 g ' < 0 
(159) 
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Der F a k t o r (1 /2 ! )^ t r a g t der doppe l ten S u m m e i iber identische Zus tande {pp') u n d 
{qq') Rechnung . D i e be iden ersten T e r m e i n der S u m m e s ind gerade die E i n - P a a r -
W a h r s c h e i n h c h k e i t , w a h r e n d der d r i t t e T e r m eine Inter ferenz d a r s t e l l t , die n i c h t 
we i t e r vere infacht werden k a n n : 
p>Oq>0 
^ - p > 0 9 < 0 p ' > 0 g ' < 0 
(160) 
(161) 
wobe i die u m den V o r f a k t o r |(0|^)p reduz ier te E i n - P a a r - W a h r s c h e i n l i c h k e i t P i e i n -
ge f i ih r t w u r d e : 
^ 1 A = E E 9 > o | 5 , 
p>0 
pq l(o!*)P' 
D i e S u m m e i m l e t z t e n T e r m des Ausdrucks f i i r P2 laBt sich z .B . so umschre iben : 
(162) 
E E 
p > O p ' > 0 
E ^pq^P'l E ^p'q'^PI 
. \ « < 0 / \ 9 ' < 0 / J 
= E E 




D i e inners te S u m m e e n t h a l t jene S ' -Matr ixe lemente , d ie die Zustande p u n d p' m i t 
g, d . i . der Z u s t a n d , i i ber den s u m m i e r t w i r d , v e r b i n d e n . W e n n die Phase jener S'-
M a t r i x e l e m e n t e sich n u n i m Ver laufe der (jr-Summe schnel l genug a n d e r t , so loschen 
sich jene T e r m e aus i m Vergle ich zu den anderen B e i t r a g e n , die n i c h t v o n der Phase 
der S ' -Matr ixe lemente abhangen. W i r werden diese A n n a h m e i m fo lgenden be ibeha l -
t e n , da die W e c h s e l w i r k u n g als sehr s tark be t rachte t w i r d . D i e Phase der S ' - M a t r i x 
ist v e r b u n d e n m i t d e m Z e i t i n t e g r a l der Wechselwirkungsenergie ; j e groBer sie ( i m 
Verg le i ch zu %) i s t , desto schneller v a r i i e r t die Phase. 
I n dieser N a h e r u n g erg ib t sich die in tegr i e r te Zwe i -Paar -Wahrsche in l i chke i t zu 
P2 = \{m\'\,pi (164) 
I n ahnl i cher Weise f indet m a n , i n d e m m a n alle Incer ferenzterme vernachlassigt , die 
Wahrsche in l i chke i t f i i r die Erzeugung v o n n Paaren: 
1 ^. Pn = mn-,p^- (165) 
D a die Wahrsche in l i chke i t f i i r die Erzeugung von N u l l Paaren gerade (0|^) i s t , g i l t 
diese F o r m e l auch f i i r n = 0. I n d e m m a n ver langt , daB die S u m m e al ler Wahrsche in -
l i c h k e i t e n E ins i s t , f indet m a n 
(0|^) 
/ 0 0 p n 
'E ' 
- 1 
\ n = 0 
= e - A 
Schliefilich ist d ie mittlere A n z a h l erzeugter Paare n 
_ CO pn 
n = 0 nl 
(166) 
(167) 
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Dies ist kons is tent m i t d e m A u s d r u c k , den m a n als E r w a r t u n g s w e r t des A n z a h l -
Opera to r s N — Ylp^p e r h a l t . D i e A n z a h l der Te i l chen i n e i n e m E l e k t r o n e n z u s t a n d 
p i s t n a m h c h gemai i (154) , w e n n m a n b e r i i c k s i c h t i g t , dafi die He isenberg -Operatoren 
dn u n d bn das D i r a c - V a k u u m a n n i h i l i e r e n . 
n < 0 m < 0 
n < 0 
u n d d a m i t 
(0|iV|0) = E E K p W 
9 < 0 p > 0 
(168) 
(169) 
Andererse i ts l a u t e t (157) , w e n n m a n eine S t o r u n g s e n t w i c k l u n g der A m p l i t u d e n vor -
n i m m t , 
Spq = E ( < ^ n . + 4 V * ) ( ' 5 n p + « S ) = EiK + «1V*)«S 
n < 0 7 i < 0 
da p > 0 vorausgesetzt i s t , u n d es e rg ib t sich daher ebenfal ls . 
A = E E p > o i ' 5 p . l ' ^ E E K p ( 0 
np O-qp, (170) 
(171) 
q<0 
9 < 0 p < 0 
D i e M u l t i p h z i t a t s v e r t e i l u n g h a t die F o r m einer Po isson-Verte i lung : 
Pn = e - ^ ^ . (172) 
n l 
Dies ist inso fern v e r s t a n d l i c h , als die Paare zunachst als u n a b h a n g i g erzeugt angese-
hen w e r d e n k o n n e n . A u c h die oben gemachten N a h e r u n g e n bei der Berechnung der 
A m p h t u d e n i m p l i z i e r e n , dafi die Paare „di inn" genug erzeugt werden , dafi hohere 
O r d n u n g e n u n d k o m b i n a t o r i s c h e Ef fekte ( d . h . , dafi e in erzeugtes Paar d u r c h das 
aufiere Fe ld a l l e i n , also n i c h t d u r c h die A n z i e h u n g der Te i l chen , wieder r e k o m b i n i e r t 
w i r d ) keine Ro l l e spielen. D i e m i t t l e r e A n z a h l der erzeugten Paare, n , ist i d e n -
t i s ch m i t der i n gewohnhcher Storungstheor ie (also u n t e r Weglassung des V o r f a k t o r s 
(0|^)) berechneten E i n - P a a r - W a h r s c h e i n l i c h k e i t . I m nachsten A b s c h n i t t werden w i r 
die I m p h k a t i o n e n dieser Aussage genauer b e t r a c h t e n . 
I I . 4 . 2 S t o r u n g s t h e o r i e 
I n S torungstheor ie w i r d die E i n - T e i l c h e n - S ' - M a t r i x d u r c h eine Reihe i n der e l e k t r o -
magnet i s chen K o p p l u n g s k o n s t a n t e angenahert : 
oo 
« n p = E « g - (173) 
i = 0 
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Diese Reihe w i r d aus der Bewegungsgleichung (84) 
z ^ = ({ri\H)rP + iEn) e'^"* - E K „ i ( f ) « M (174) 
m i t t e l s einer Greenschen F u n k t i o n , d ie 
i^^G{t,t') = 6{t-t') (175) 
e r f i i l l t , nach der r ekurs iven V o r s c h r i f t 
- / d i ' G p ( i , 0 E ^ P P ' ( i ) « S ' (176) 
P' 
berechnet . Dabe i w i r d die Bewegungsgle ichung 
.da{n) 
dt 
= 0 (177) 
als ungestor te Bewegungsgleichung b e t r a c h t e t , u n d die n u l l - t e O r d n u n g der Sto-
rungsre ihe daher m i t 
« S = (178) 
angesetzt. D a die Randbed ingungen der Z e i t e n t w i c k l u n g bei t —oo gegeben s ind , 
muB als P r o p a g a t o r der V o r w a r t s p r o p a g a t o r 
G{t,t') = -ie{t-t'). (179) 
gewah l t werden . 
D i e reduz ier te E i n - P a a r - A m p h t u d e ist daher bis zu T e r m e n zwei ter O r d n u n g 
gemafi (157) 
= E ( < ^ " . + « l V + « S m p + « S + « S ) , 
"<o f l 8 0 ) 
- a(^ p) + ag ) + E + T e r m e hoherer O r d n u n g . 
n < 0 
Der B e i t r a g zweiter O r d n u n g besteht hier aus d e m echten T e r m zwei ter O r d n u n g 
a^p\r aus der Storungstheorie der E i n - T e i l c h e n - S ' - M a t r i x s t a m m t , u n d der S u m m e 
i iber das P r o d u k t zweier T e r m e erster O r d n u n g . Schreibt m a n die Z e i t i n t e g r a t i o n e n , 
die zu diesen T e r m e n f i i h r e n , e x p l i z i t , 
+ 0 0 -l-oo 
«S? = { - i f j dt' J dt"Y,Vp4m,in (181) 
- oo -oo " 
+ 0 0 + 0 0 
E = ( - 0 J dt' J dt"j: y p „ ( O K , ( ^ " ) , (182) 
n < 0 - oo -oo " < 0 
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so findet m a n f i i r den B e i t r a g zweiter O r d n u n g schlief i l ich 
t' 
J —oo 
+ 0 0 
n < 0 
(183) 
Dies ist gerade der A u s d r u c k , den m a n i n Storungstheor ie findet, w e n n m a n f i i r i n 
j e d e m Z u s t a n d p den F e y n m a n - P r o p a g a t o r 
S i ^ ' M ^ 1 -e{t'-t) f u r p < o • (184) 
anstel le des gewohn l i chen V o r w a r t s p r o p a g a t o r s —iO{t — t') ve rwendet . D e r F e y n m a n -
P r o p a g a t o r e r g i b t sich also, w e n n m a n die k o r r e k t e n A u s d r i i c k e f i i r Paarerzeugungs-
a m p l i t u d e n — a l l e r d i n g s ohne B e r i i c k s i c h t i g u n g der V o r f a k t o r s | (0|^)p—berechnet ; 
er ist i n dieser H i n s i c h t n u r e in bequemes H i l f s m i t t e l , \mi gewohnl i che Storungsre ihen 
m i t Greenschen F u n k t i o n e n anstel le v o n zusatz l i chen I n t e g r a t i o n e n i iber die D i r a c -
See zu schre iben. D i e Vernachlass igung des V o r f a k t o r s ist g e r e c h t f e r t i g t , da i n der 
i i b l i c h e n Feynmanschen Storungstheor ie das V a k u u m als e in s tab i ler Z u s t a n d u n d 
d a m i t |(0|*)p = 1 g i l t . 
Dies e r m d g l i c h t es uns , die m i t t l e r e A n z a h l der erzeugten Paare anzugeben. 
Gemaf i (167) u n d (162) ist sie gerade die S u m m e der B e t r a g s q u a d r a t e der reduzier -
t e n E i n - P a a r - A m p H t u d e n . L e t z t e r e s ind bis i n zwei ter O r d n u n g ident i s ch m i t den 
Feynmanschen S t r e u a m p l i t u d e n , so dafi die S u m m e i h r e r B e t r a g s q u a d r a t e gerade 
die i n Feynmanscher Storungstheor ie berechnete E i n - P a a r - W a h r s c h e i n l i c h k e i t i s t . 
D i e i i b l i c h e i n v a r i a n t e Storungstheor ie , w ie m a n sie m i t F e y n m a n - G r a p h e n b e t r e i b t , 
l i e fer t daher i n dieser S i t u a t i o n n i c h t die E i n - P a a r - W a h r s c h e i n l i c h k e i t , sondern die 
m i t t l e r e A n z a h l der erzeugten Paare. 1st l e tz tere sehr v i e l k l e iner gegen E i n s , so 
s ind die be iden Grof ien ident i s ch u n d Storungstheor ie ist g i i l t i g . W i r d j edoch m e h r 
als e in Te i l chen erzeugt , so m u f i das Ergebnis der Feynmanschen Storungstheor ie 
U n i t a r i t a t e x p h z i t ver le tzen , da es i n zwei ter O r d n u n g ident i s ch zu h i s t . D i e U n i -
t a r i t a t s v e r l e t z u n g s t a m m t d a n n a l l e in aus der Vernachlass igung des Faktors 
(0|*) (185) 
W i r k o n n e n daher d i e — U n i t a r i t a t ver le tzende—Paarerzeugungswahrsche in l i chke i t 
i n n iedr igs ter Storungstheor ie als eine erste N a h e r u n g zur m i t t l e r e n A n z a h l der er-
zeugten Paare ansehen; f i i r diese Berechnung k a n n m a n die b e k a n n t e n M e t h o d e n 
der Q E D heranz iehen , z .B . den F e y n m a n - G r a p h e n . D a m i t ist die eingangs gestel lte 
Frage nach der m i t t l e r e n A n z a h l u n d der V e r t e i l u n g der erzeugten Paare z u m i n d e -
stens i n der n i e d r i g s t e n , i i ber h e r k o m m h c h e Storungstheor ie h inausgehenden Nahe-
r u n g b e a n t w o r t e t . U m genauere Aussagen zu e r h a l t e n , m i i f i t e erstens ver i f i z i e r t 
werden , dafi f i i r die E i n - T e i l c h e n - S ' - M a t r i x Storungstheor ie anwendbar b l e i b t , zwei -
tens die A n w e n d b a r k e i t der N a h e r u n g e n zur Berechnung der n - P a a r - A m p l i t u d e n 
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F i g u r I I . 3 : K o r r e k t u r e n zur E in -Paar -Erzeugungswahrsche in l i chke i t 
gepr i i f t werden , u n d d r i t t e n s die InterferenzefFekte e x p l i z i t berechnet werden . Dies 
ist n u r m i t e inem sehr grofien A u f w a n d mog l i ch . 
Dieses Ergebnis kann auch i m R a h m e n von F e y n m a n - G r a p h e n i n t e r p r e t i e r t wer-
den: Der einfache Paarerzeugungsgraph i n F i g u r 1.5a l ie fert i n n iedr igster O r d n u n g 
e in zu grofies Ergebnis . W e n n w i r an die G i i l t i g k e i t der f o r m a l e n Storungsreihe 
g lauben , muf i sich dieses Ergebnis bei Ber i i cks i ch t igung von G r a p h e n hoherer O r d -
n u n g , aber m i t derselben Zahl auslaufender E l e k t r o n e n l i n i e n auf einen U n i t a r i t a t 
n i ch t verletzenden W e r t reduzieren. F i g u r 1.5a ':eigt einen solchen G r a p h hoherer 
O r d n u n g , i n denen zusatzliche Wechse lwirkungen des aufieren Feldes m i t den er-
zeugten E l e k t r o n e n u n d Positronen au f t re ten . Dieser G r a p h f i i h r t aber n i c h t zu 
der oben abgeleiteten Reduzierung der n iedr igsten O r d n u n g , deren Kennzeichen das 
a u f t r e t e n eines m u l t i p l i k a t i v e n , m i t der V a k u u m - z u - V a k u u m - A m p l i t u d e verbunde -
nen Vor faktors i s t . Letzterer erg ibt sich v i e lmehr aus den i n F i g u r I I . 3 dargeste l l ten 
G r a p h e n . Diese einer V a k u u m p o l a r i s a t i o n entsprechenden K o r r e k t u r e n konnen i n 
bel iebiger A n z a h l zu j e d e m Graphen h i n z u t r e t e n u n d b i l d e n i n ihrer S u m m e einen 
m u l t i p l i k a t i v e n V o r f a k t o r . Z u d e m ste l l t die reine S t reuung der K e r n e , wozu diese 
G r a p h e n be i t ragen , i m B i l d der aufieren Felder gerade den Ubergang v o m V a k u u m 
z u m V a k u u m dar. Ersetzt m a n die L i n i e n der K e r n e d u r c h K r e u z e , geht also i n die 
N a h e r u n g eines aufieren Feldes, so werden die K o r r e k t u r e n zu unverbundenen A n t e i -
l e n , die i n einer Feldtheor ie m i t s tab i l em V a k u u m herausfa l ien . B e i Vor l iegen eines 
i n s t a b i l e n V a k u u m s f i i h r e n sie dagegen gerade zu d e m oben gefundenen V o r f a k t o r . 
Kapitel III 
Berechnung der Multipl izitaten 
Das physikal ische P r o b l e m der Paarerzeugung i m e lektromagnet i s chen Fe ld zweier 
m i t hoher Geschwind igke i t aneinander vo rbe i f l iegender Schwerionen is t d u r c h die 
A u s f i i h r u n g e n i m vor igen K a p i t e l auf die Losung der D i r a c - G l e i c h u n g i n e i n e m aufie-
r e n e l ek t romagnet i s chen Fe ld z u r i i c k g e f i i h r t w o r d e n . I n diesem K a p i t e l soUen die 
Losungsmdg l i chke i t en f i i r dieses P r o b l e m untersucht werden , n a m e n t l i c h Stdrungs -
theor i e i n e iner a t o m a r e n Basis m i t t e l s verzerr ter K o n t i n u u m s w e l l e n sowie die Be-
re chnung des m i t zwei P h o t o n e n (oder Wechse lw i rkungen m i t d e m aufieren Feld) 
geb i lde ten F e y n m a n - G r a p h e n i n d i r e k t e r F o r m oder i n der Weizsacker -WiUiams-
N a h e r u n g . 
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D i e v i e l f a l t i g e n e lektronischen Phanomene i n Schwerionenstof ien, w ie die lonisa-
t i o n der /iT-Schale des e inen K e r n s d u r c h das Feld des anderen , die Erzeugung v o n 
E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e n aus d e m V a k u u m u n d der E i n f a n g v o n erzeugten E lek -
t r o n e n i n eine leeren /C-Schale e r f o rdern die Losung der D i r a c - G l e i c h u n g i m zeit -
abhangigen Fe ld zweier A t o m k e r n e . N u r i n wenigen F a l l e n laf i t sich die D i r a c -
G le i chung e x a k t losen. I n den me is ten m u f i m a n sich au f a p p r o x i m a t i v e M e t h o d e n 
beschranken. D i e me i s ten V e r f a h r e n , Q E D - E f f e k t e zu berechnen, basieren auf der 
Storungstheor ie , d . h . au f der Ho f fnung , dafi die Losungen n u r wen ig v o n einer be-
k a n n t e n e x a k t e n Losung abweichen. I h r e bekannteste F o r m s ind F e y n m a n - G r a p h e n , 
i n denen als unges tor te Losungen ebene W e l l e n a u f t r e t e n , die d u r c h das e l e k t r o m a g -
netische Fe ld verzerr te werde. Diese F o r m storungstheoret ischer Rechnungen ist das 
klassische L e h r b u c h v e r f a h r e n ; bei der A n w e n d u n g auf Prob leme m i t schweren l o -
nen versagt es j edoch hau f ig , da die W e c h s e l w i r k u n g m i t den K e r n e n a u f g r u n d der 
d u r c h die K e r n l a d u n g Z vergrof ierten e lektromagnet i s chen K o p p l u n g s k o n s t a n t e Za 
n i c h t m e h r als k le ine S t o r u n g behande l t werden k a n n . W i e m a n aber an der E x i -
stenz gebundener E l e k t r o n e n z u s t a n d e i m Wassersto f fatom e r k e n n t , ex is t ieren auch 
f i i r Z = 1 physikal ische W e l l e n f u n k t i o n e n , die n i ch t i n Storungstheor ie aus ebenen 
W e l l e n hervorgehen. 
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Gebundene Zustande i n der A t o m h i i l l e s ind Beispiele f i i r W e l l e n f u n k t i o n e n , 
die sich s t a r k v o n ebenen W e l l e n unterscheiden; u m sie m i t e i n z u b e z i e h e n , b e t r e i b t 
m a n i n der A t o m p h y s i k eher Storungstheor ie i n der a t o m a r e n Basis , d ie m a n aus 
der e x a k t e n Losung der D i r a c - G l e i c h u n g i m C o u l o m b - F e l d e r h a l t ( C o u l o m b - D i r a c -
W e l l e n f u n k t i o n e n ) . Diese W e l l e n f u n k t i o n e n separieren i n e inen W i n k e l a n t e i l , der 
d e m D r e h i m p u l s e n t s p r i c h t , u n d eine R a d i a l f u n k t i o n , die entweder e inen gebunde-
nen Z u s t a n d oder eine P a r t i a l w e l l e eines Streuzustandes dars te l l en k a n n . D i e Paar-
erzeugung i m n i c h t r e l a t i v i s t i s c h e n Bere ich w i r d auf diesem W e g g u t beschrieben, da 
keine starke V o r z u g s r i c h t u n g ex i s t i e r t u n d alle Prozesse m i t W e l l e n f u n k t i o n e n zu 
n iedr igen D r e h i m p u l s e n beschrieben werden k o n n e n . I m Gegensatz z u e i n e m Ver -
fahren m i t ebenen W e l l e n als Bas i swe l l en funkt i onen laBt sich auch der i m n iedr igen 
Energiebere ich w i cht igs te ProzeB, der E i n f a n g des E l e k t r o n s i n die K-Schale eines 
K e r n s u n d die E m i s s i o n des Pos i trons , berechnen [Bec87a, BecSTb]. Geht m a n zu 
hoheren Energ ien i i b e r , werden auch hohere D r e h i m p u l s e b e d e u t s a m , die i n einer 
zu -numer ischen Rechnung m i t z u n e h m e n ab e twa / = 10 schwier ig w i r d [Bec86a 
gleich v e r l i e r t der E i n f a n g an B e d e u t u n g , da die erzeugten E l e k t r o n e n eine zu groBe 
Energ ie haben , u m an den K e r n gebunden zu werden . 
E i n e n M i t t e l w e g zwischen ebenen W e l l e n u n d D r e h i m p u l s - E i g e n f u n k t i o n e n bie -
t e n verzerrte K o n t i n u u m s w e l l e n , die zwar keine gute ( d . h . vo l l s tand ige u n d o r t h o -
n o r m a l e ) Basis b i e t e n , aber schon i n erster O r d n u n g Storungstheor ie eine n i c h t -
verschwindende Paarerzeugungswahrscheinl i chkei t l i e f e rn , so daB keine S u m m a t i o n 
i iber Zwischenzustande n o t w e n d i g i s t . Sie e n t h a l t e n die W e c h s e l w i r k u n g eines oder 
sogar beider K e r n e n i ch t i n Storungstheor ie , sondern a u f g r u n d einer naherungswei -
sen ana ly t i s chen Losung . D a d u r c h w i r d die W e c h s e l w i r k u n g der K e r n e m i t den 
erzeugten Paaren i n hoherer O r d n u n g mite inbezogen . A m bekanntesten ist die A n -
w e n d u n g der S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n auf die Paarerzeugung d u r c h ein 
P h o t o n i m K e r n f e l d [Bet54a, B e t 5 4 b ] . I m Z u s a m m e n h a n g m i t der Paarerzeugung 
i n SchwerionenstoBen be i re la t iv i s t i s chen Energ ien w u r d e das V e r f a h r e n der verzerr-
t e n K o n t i n u u m s w e l l e n systemat isch von R i v a r o l a u n d Deco u n d spater G r i i n aus-
gearbei tet [Dec87, Dec89a, Dec89b, Dec89c, Dec90a, Dec90b] ; B e r t u l a n i u n d B a u r 
sowie Decker wendeten S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n au f dieses P r o b l e m an 
[Ber88, DecOla , DecOlb . 
B e i sehr n iedr igen Kol l i s ionsenerg ien der Schwerionen, d .h . i n der Nahe der 
C o u l o m b - B a r r i e r e f i i r die K e r n b e r i i h r u n g , k a n n m a n die Z e i t a b h a n g i g k e i t des Fel -
des vernachlassigen. Dies war der u r s p r i i n g l i c h e Zugang zur Paarerzeugung , der 
aus der Beobachtung entsprang , daB der n iedr igste E i g e n z u s t a n d eines E l e k t r o n s 
i m Feld zweier K e r n e energetisch i m negat iven K o n t i n u u m l iegen u n d d a d u r c h zer-
fa l l en w i i r d e . D a n n erg ib t sich die Paarerzeugungsrate aus der Zerfal lszeit dieses 
Zustandes u n d der Dauer des StoBes, so dafi n u r die K e n n t n i s der Losungen der 
Z w e i - Z e n t r e n - D i r a c - G l e i c h u n g b e n o t i g t w i r d . Dieser p o s t u l i e r t e Z e r f a l l des V a k u -
u m s ist e in n i c h t p e r t u r b a t i v e r E f f ek t ; i n der Sprache der F e y n m a n - G r a p h e n s ind 
u n e n d l i c h vie le v i r t u e l l e P h o t o n e n n o t w e n d i g , u m aus e i n e m k o n s t a n t e n Feld e in 
Paar zu erzeugen. E r ist bis heute a l lerdings n i c h t beobachtet w o r d e n , da die Dauer 
eines Schwerionenstofies zu kurz i s t , u m den Zer fa l l auszulosen. I n den beobach-
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t e t e n P o s i t r o n e n s p e k t r e n ist i m m e r noch die ze i thche V e r a n d e r u n g des Feldes der 
d o m i n a n t e PaarerzeugungsefFekt. 
U m die Pos i t ronenemiss ionen i n SchwerionenstoBen i n ausreichender Genau-
i g k e i t z u beschre iben, i s t e in n i c h t p e r t u r b a t i v e s V e r f a h r e n zur Losung der D i r a c -
G l e i c h u n g v o n n o t e n , w i e es i n der M e t h o d e der gekoppe l ten K a n a l e i m p l e m e n t i e r t 
i s t . W i e be i der Storungstheor ie w i r d der H a m i l t o n - O p e r a t o r i n e inen e x a k t losba-
r e n A n t e i l u n d eine S t o r u n g zerlegt . D i e sich aus der Zer legung nach u n g e s t o r t e n 
Eigenlosungen ergebenden gekoppe l ten K a n a l g l e i c h u n g e n werden d a r a u f h i n aber 
n u m e r i s c h u n t e r M i t n a h m e al ler R i i c k k o p p l u n g e n gelost, so daB auch sogenannte 
multi-step-Fxozesse b e r i i c k s i c h t i g t werden . D a b e i werden die D i rac -See -E lek t ronen 
uber mehrere Zwischenniveaus h i n w e g (also i n der Sprache der F e y n m a n - G r a p h e n 
d u r c h mehrere weiche v i r t u e l l e P h o t o n e n ) i n Zus tande p o s i t i v e r Energ ie gehoben. 
Dies v e r s t a r k t die Pos i tronenemiss ionen wesent l i ch be i StoBen an der C o u l o m b -
B a r r i e r e u n d f i i h r t e zur v o l l s t a n d i g e n E r k l a r u n g der gemessenen P o s i t r o n e n s p e k t r e n 
Rei79 , SofSO, ReaSO]. 
M a n k a n n auch h e r k o m m l i c h e V e r f a h r e n zur Losung v o n p a r t i e l l e n Di fFerent ia l -
g le i chungen, w i e sie i n der numer i s chen M a t h e m a t i k z .B . i n F o r m v o n f i n i t e n D i f -
ferenzen oder finiten E l e m e n t e n bekannt s i n d , auf die L o s u n g der D i r a c - G l e i c h u n g 
anwenden . D i e O s z i l l a t i o n e n der W e l l e n f u n k t i o n u n d die Tatsache, daB sie d r e i d i -
mens i ona l i s t , e r f o r d e r n zwar noch re la t i ve groBe C o m p u t e r , es s i n d aber Losungs-
versuche gemacht w o r d e n [BecS6b, BotSS, Str90 . 
I I I . l . 1 A l l g e m e i n e S t r e u t h e o r i e 
U m Storungstheor i e zu b e t r e i b e n , t e i l t m a n den H a m i l t o n - O p e r a t o r i n e inen u n -
ges tor ten ze i tunabhang igen T e i l u n d eine ze i tabhangig ige S t o r u n g V{t) auf. D i e 
Bewegungsgle ichung der W e l l e n f u n k t i o n l a u t e t 
i^{x) = {Ho + V)i^ix). (1) 
W e n n m a n HQ au f die andere Seite b r i n g t , 
r e \ 
dt V'(x) = Vrkix), (2) 
k a n n m a n diesen A u s d r u c k als eine inhomogene l ineare D i f f e rent ia lg l e i chung m i t 
d e m i n h o m o g e n e n A n t e i l Vip{x) b e t r a c h t e n , die m i t t e l s einer Greenschen F u n k t i o n , 
d .h . einer F u n k t i o n , d ie 
f d ^ \ 
i^-Ho G{x,x') = S(x-x') (3) 
\ ) 
e r f i i l l t , gelost w e r d e n k a n n . M a n e r h a l t als Losung die G l e i c h u n g 
^{x) = J dx'G{x,x')Vi^{x). (4) 
Diese G l e i c h u n g is t eine E igenwer tg l e i chung f i i r den I n t e g r a l o p e r a t o r , dessen K e r n 
d u r c h d ie Greensche F u n k t i o n gegeben i s t . D u r c h diese U m f o r m u n g e n h a t m a n so 
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eine p a r t i e l l e D i f f e rent ia lg l e i chung i n eine (besser de f in ier te ) O p e r a t o r - E i g e n w e r t g l e i -
chung i i b e r f i i h r t . Insbesondere k a n n m a n versuchen, sie d u r c h I t e r a t i o n z u losen. 
D a a u entwi cke l t m a n •0(^) i i i ^ ine Reihe 
7P{X) = tP^°\x) + rP'^^\x) + V ' ( 'K^) + . . . , (5) 
deren Gl ieder gemafi 
^(n+l) ^ J Q(^^^ Vrl;i-)(x') (6) 
de f in ier t s ind . Diese Reihe , sofern sie konverg ie r t , e r f i i l l t d ie In tegra lg l e i chung (4) , 
wobe i das G l i e d nuU-ter O r d n u n g die freie G le i chung 
(^^^ - ^ o ) i^^'Kx) = 0 (7) 
e r f i i l l t . D i e Gheder dieser Reihe entsprechen jeweils hoheren O r d n u n g e n der Wech -
s e l w i r k u n g . D i e Greensche F u n k t i o n (3) ist n i c h t e i n d e u t i g b e s t i m m t . I h r e ver-
schiedenen Losungen entsprechen zusammen m i t der entsprechenden W a h l der u n -
gestor ten Losung ip^°\x) den verschiedenen R a n d b e d i n g u n g e n be i der Losung der 
D i f f e rent ia lg l e i chung (1) ; w a h l t m a n z .B . den V o r w a r t s p r o p a g a t o r , so werden die 
R a n d b e d i n g u n g e n d u r c h tl>^°\x) z u m Z e i t p u n k t t —>• —oo festgelegt. 
W e n n m a n sich au f Streutheor ie beschrankt u n d a n n i m m t , dafi die S t o r u n g V{t) 
f i i r t ± o o verschwindet , d a n n ist ip{x) a s y m p t o t i s c h eine Losung der unges tor ten 
Bewegungsgle ichung. D a der ungestorte H a m i l t o n - O p e r a t o r z e i t u n a b h a n g i g i s t , las-
sen sich die Losungen der ungestor ten Bewegungsgle ichung m i t den E igenzustanden 
(j)n{x) v o n HQ schreiben, 
^„ ( .T,t ) = ^ „ ( x ) e - ' ^ " \) 
wobe i En d ie Eigenenergien zu (f>n{x) s ind : 
Horn = En<f>{x). (9) 
D i e A m p l i t u d e , das Fe ld zu e i n e m Z e i t p u n k t t —> -|-oo i m Z u s t a n d / z u finden, ist 
also i n n iedr igs ter O r d n u n g 
S = l i m j d?x <i>-^{x)e'^'' {'^^°Kx,t) + ^^^\x,t)) . (10) 
^ ( ° ) ( x ) = tpiix) i s t der asymptot i s che A n f a n g s z u s t a n d , u n d ip^^^x) e r g i b t sich aus 
der r e k u r s i v e n N a h e r u n g 
V'W(a;) = y"dVG'(x,a;')^i(x'), (11) 
wobe i der V o r w a r t s p r o p a g a t o r zu w a h l e n i s t . Der P r o p a g a t o r laf i t sich als eine 
S u m m e i i b e r den or thogona len Satz {rpn{x)] der Losungen der u n g e s t o r t e n G l e i -
chung schreiben: 
G{x,x')==j:Mxm^'), (12) 
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wobe i d ie S u m m e i m k o n t i n u i e r l i c h e n S p e k t r u m als I n t e g r a t i o n z u verstehen i s t . D i e 
N o r m i e r u n g der Losungen sol i so sein, dafi d u r c h eine dre id imens iona le I n t e g r a t i o n 
eine L o s u n g h e r a u s p r o j i z i e r t werden k a n n : 
Y,rpn'{x,t)Cn{t) - Cn{t) (13) 
m i t be l i eb igen Koe f f i z i enten c „ ( t ) . D a die ungestor te G le i chung als z e i t u n a b h a n g i g 
a n g e n o m m e n w i r d , h a b e n die ^ „ ( x ) die F o r m (8 ) , u n d der P r o p a g a t o r l a u t e t 
G{x,x') = Gix,t;x',t') = ^Mx')<l>t{x)e-^'^"^'-''\) 
wobe i d ie S u m m e i i b e r n i m k o n t i n u i e r l i c h e n S p e k t r u m wieder eine I n t e g r a t i o n be-
d e u t e t . ip^^\x) h a t so die Gesta l t 
i^^'\x,t) = E <?^n(x) e-^"* / dVdt'<^+(x')VV,(^',Oe^'^"''. (15) 
Setzt m a n dies i n (10) e i n , so w i r d der E n d z u s t a n d (i>f{x) d u r c h die I n t e g r a t i o n u n d 
die N o r m i e r u n g (13) h e r a u s p r o j i z i e r t , die ze i tabhangigen Phasenfaktoren k i i r z e n sich 
u n d m a n f inde t schl ief i l ich: 
S = J d''xxl>+{x)V7Pi{x). (16) 
Dies i s t die S t r e u a m p l i t u d e i n erster O r d n u n g der Storungstheor ie . 
D i e Paarerzeugung k a n n i m R a h m e n des Feynmanschen P r o p a g a t o r - F o r m a l i s -
mus s torungstheoret i s ch als eine S t r e u u n g aus e i n e m E l e k t r o n e n z u s t a n d negat iver 
Energ ie i n e inen p o s i t i v e r Energ ie b e t r a c h t e t werden [Fey49]. B e d i n g u n g i s t , dafi 
als Greensche F u n k t i o n der D i r a c - G l e i c h u n g der F e y n m a n - P r o p a g a t o r g e w a h l t w i r d , 
der die R a n d b e d i n g u n g e n f i i r Zustande pos i t i ver Energ ie be i t —»• — oo u n d die f i i r 
Zus tande negat iver Energ ie be i t -\-oo vorschre ib t . D i e Paarerzeugungsampl i tude 
la f i t sich daher als 
S=-iJdtJ d^rxj;t{r,t)V%{r,t), (17) 
d a r s t e l l e n , wobe i i p e { x ) d ie W e l l e n f u n k t i o n des E l e k t r o n s u n d i p p { x ) d ie W e l l e n f u n k -
t i o n des d e m erzeugten P o s i t r o n entsprechenden Zustands negat iver Energ ie i s t . 
D i e P o s i t r o n e n w e l l e n f u n k t i o n ipp ist eine E l e k t r o n e n w e l l e n f u n k t i o n , deren Energ ie , 
I m p u l s u n d S p i n gerade das entgegengesetzte Vorzeichen t r a g e n . 
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I I I . 2 . 1 S t o r u n g s t h e o r i e i n d e r a t o m a r e n B a s i s 
E i n e M o g l i c h k e i t zur Losung der D i r a c - G l e i c h u n g i m Fe ld zweier koUidierender 
Schwerionen l i eg t i m Gebrauch verzerr ter K o n t i n u u m s w e l l e n . M a n s t rebt dabei 
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an , eines der beiden Kernfe lder e x a k t zu behandeln u n d Storungstheor ie i m anderen 
zu be t re iben . 
W i r schreiben die D i r a c - G l e i c h u n g i n Hami l tonscher F o r m 
i^ix) = mix) (18) 
m i t d e m H a m i l t o n - O p e r a t o r 
H = ^ f r e i + V p + W ( 1 9 ) 
i / f re i = - t S - V + m^d ( 2 0 ) 
Vp = - 7 ( 1 - t > a , ) ^ ( 2 1 ) 
r'p 
Vr = ( 2 2 ) 
Hfrei ist der H a m i l t o n - O p e r a t o r eines freien E l e k t r o n s , u n d Vp bzw. V j die s ind die 
Be i t rage aus der e lektromagnet ischen Wechse lw i rkung m i t P r o j e k t i l bzw. Targe t . 




F i g u r I I I . l : Schwerionenstof i i m fixed target-System. 
j e k t i l bewegt sich m i t der Geschwindigke i t v u n d d e m L o r e n t z - F a k t o r 7 = l / \ / l — 
para l l e l zur 2 - A c h s e i n e i n e m A b s t a n d b ( S t o f i p a r a m e t e r - V e k t o r ) . rr — r ist der A b -
s tand v o m Targe t , das i m K o o r d i n a t e n - N u l l p u n k t l i e g t , u n d r'p der A b s t a n d v o m 
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P r o j e k t i l i m P r o j e k t i l s y s t e m , der sich m i t t e l s einer L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n zu 
f'p = {x-b^,y-by,j{z-vt)) (23) 
e r g i b t . I m a l lgemeinen is t der W i n k e l , den der Sto f iparameter i n der senkrechten 
Ebene m i t den Bezugsachsen b i l d e t , n i c h t beobachtbar ; dennoch is t der Sto f ipara-
meter zunachst e in V e k t o r i n der senkrechten Ebene. Spater w i r d m a n i iber W i n k e l 
i n t e g r i e r e n , was einer M u l t i p l i k a t i o n m i t 27r g l e i c h k o m m t . 
Je nach W a h l des u n g e s t o r t e n u n d des gestor ten A n t e i l s des H a m i l t o n - O p e r a t o r s 
e r h a l t m a n verschiedene S to rungs theor i en , die verschiedene physikal ische EfFekte be-
schreiben k o n n e n . B e h a n d e l t m a n die Felder beider K e r n e als S t o r u n g e n , so s ind 
die u n g e s t o r t e n BasisFunkt ionen ebene W e l l e n , u n d m a n e r h a l t das A q u i v a l e n t zur 
k o v a r i a n t e n Feynmanschen Storungstheor ie . N a t i i r l i c h verschwinden die e l e k t r o -
magnet i s chen Felder der K e r n e n i c h t a s y m p t o t i s c h , sondern entFernen sich n u r aus 
der b e t r a c h t e t e n Region . F o r m a l m u f i m a n daher a n n e h m e n , dafi d ie L o s u n g des 
S t reuprob lems i n einer Region l oka l i s i er t i s t , i n der sich nach d e m Stofi ke iner der 
be iden K e r n e be f indet . Die^ schliefit insbesondere den EinFang eines E l e k t r o n s i n 
eine B a h n u m den K e r n aus. N i m m t m a n dagegen das T a r g e t - F e l d m i t i n den u n -
ges tor ten H a m i l t o n - O p e r a t o r u n d behande l t n u r das P r o j e k t i l als S t o r u n g , so h a t 
m a n als Bas isFunkt ionen die a t o m a r e Basis , u n d auch der EinFang is t als p h y s i k a l i -
scher EfFekt b e r i i c k s i c h t i g t . 
I n der a t o m a r e n Basis l a u t e n der unges tor ten H a m i l t o n - O p e r a t o r HQ u n d die 
S t o r u n g V 
A A 
Ho = Hfj-ci + VTI ,^4) 
V = Vp 
D u r c h die W a h l des K o o r d i n a t e n s y s t e m s ist VT z e i t u n a b h a n g i g . D i e u n g e s t o r t e n E i -
genFunkt ionen s ind das S p e k t r u m eines C o u l o m b - P r o b l e m s , das aus den gebundenen 
Z u s t a n d e n p o s i t i v e r Energ ie u n d den K o n t i n u u m s z u s t a n d e n sowohl m i t pos i t i ver als 
auch m i t negat iver Energ ie besteht . D i e E r z e u g u n g eines E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e s 
w i r d i n diesem K o n t e x t als eine S t r e u u n g aus d e m negat iven i n das pos i t i ve K o n -
t i n u u m i n t e r p r e t i e r t , der EinFang als eine S t r e u u n g aus d e m K o n t i n u u m negat iver 
Energ ie i n e inen gebundenen Z u s t a n d . D a gebundene Zustande z u m a l u m schwere 
K e r n e energetisch n iedr iger l iegen als das K o n t i n u u m , is t dieser EfFekt bei k l e i n e n 
Energ i en der e igenthch d o m i n a n t e . 
A l s E l e k t r o n e n z u s t a n d e s ind also n u r solche Zus tande zu b e t r a c h t e n , die i m 
K o n t i n u u m l iegen; sie s ind Losungen der D i r a c - G l e i c h u n g i m C o u l o m b - F e l d u n d da-
her keine Freien, sondern d u r c h die W e c h s e l w i r k u n g verzerr te W e l l e n . N u t z t m a n 
die K u g e l s y m m e t r i e des P r o b l e m s aus, so laf i t sich die W i n k e l a b h a n g i g k e i t absepa-
r i e r e n , u n d m a n e r h a l t zwei gekoppel te Radia lg le i chungen . Diese s ind losbar u n d 
lieFern e inen Satz v o n We l l enFunkt i onen , die D r e h i m p u l s - E i g e n z u s t a n d e n entspre-
chen. E i n e ganze Reihe v o n (auch n i cht - s torungstheore t i s chen) Rechnungen s ind 
i n dieser Basis durchgeFi ihrt w o r d e n [ R u m 9 1 ] , aber es zeigt s ich, dafi be i P r o j e k t i l -
energien v o n m e h r als 10 G e V / N u k l e o n Zus tande m i t i m m e r gro f ierem D r e h i m p u l s 
b e i t r a g e n . Das ist v e r s t a n d l i c h , da die zu e r w a r t e n d e n E n d z u s t a n d e scharF u m die 
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S t r a h l r i c h t u n g fokuss iert s i n d u n d a u f g r u n d dieser scharfen Fokuss ierung hohe D r e -
h i m p u l s e b e i n h a l t e n . D i e D r e h i m p u l s s u m m e i s t aber n u m e r i s c h n u r bis e t w a / = 10 
d u r c h f i i h r b a r [ R u m O l , M o m O l ] . 
Es is t daher wi inschenswert , Ausgangszustande z u b e t r a c h t e n , die ungefahr 
ebene W e l l e n s ind . Le ider e x i s t i e r t ke in Satz v o n o r t h o g o n a l e n Z u s t a n d e n m i t dieser 
Eigenschaft u n d daher keine gute Basis. Solange m a n sich aber au f die erste O r d -
n u n g der Storungstheor ie beschrankt u n d so keine S u m m e i i b e r Zwischenzustande 
d u r c h z u f i i h r e n h a t , geni igt es, e inen naherungsweisen Satz zu b e t r a c h t e n . M a n k a n n 
dies i m R a h m e n der Storungstheor ie m i t ebenen W e l l e n verstehen: Paarerzeugung 
w i r d d o r t d u r c h e inen Prozefi zweiter O r d n u n g beschrieben, d . h . , m a n e r h a l t die 
E n d - W e l l e n f u n k t i o n d u r c h zweimal ige A n w e n d u n g der R e k u r s i o n s f o r m e l (6 ) . D i e 
erste A n w e n d u n g beschreibt eine W e c h s e l w i r k u n g m i t d e m T a r g e t - F e l d , u n d die 
daraus entstehende W e l l e n f u n k t i o n ist eine d u r c h den T a r g e t - K e r n verzerr te ebene 
Wel le . B e i der zwe i ten A n w e n d u n g der R e k u r s i o n findet die W e c h s e l w i r k u n g m i t 
d e m P r o j e k t i l s t a t t , u n d das E l e k t r o n w i r d i n das pos i t ive K o n t i n u u m gestreut 
( F i g . I I I . 2 ) . B e i e inem Zugang m i t verzerr ten K o n t i n u u m s w e l l e n versucht m a n n u n , 
anstel le der d u r c h e inmal ige W e c h s e l w i r k u n g verzerr ten ebenen Wel l e eine mogl i chst 
exakte verzerr te Wel le einzusetzen u n d d a m i t die W e c h s e l w i r k u n g m i t d e m Target 
i n a l ien O r d n u n g e n m i t z u n e h m e n . Dies gestat te t es, den E i n f l u f i des T a r g e t - K e r n s 
auf den E n d z u s t a n d genauer zu untersuchen. 
A n dieser Stel le m u f i darau f hingewiesen werden , dafi die T e i l u n g i n P r o j e k t i l u n d 
Target eine w i l l k u r l i c h e i s t . Sie l iegt n u r i n der W a h l des Bezugssystems b e g r i i n d e t . 
E i n Zugang m i t verzerr ten K o n t i n u u m s w e l l e n ver l e t z t daher i n h a r e n t die S y m m e t r i c 
des P r o b l e m s , da die W e c h s e l w i r k u n g m i t e inem K e r n i n hoherer O r d n u n g b e t r a c h t e t 
w i r d als m i t d e m anderen , o b w o h l — z u m i n d e s t , w e n n beide K e r n e v o n gleicher A r t 
s i n d — d a z u phys ikal isch k e i n G r u n d vor l i eg t . Dies ist leider n i c h t z u verme iden , u n d 
die entstehenden A u s d r i i c k e s ind n i c h t s y m m e t r i s c h i n den L a d u n g e n Zi u n d Z2 der 
be iden K e r n e . M a n m i t t e l t daher i m Endergebnis . 
Darstellung im Impulsraum 
M i t verzerr ten K o n t i n u u m s w e l l e n (f>e{x) u n d ^p(x) l a u t e t die U b e r g a n g s a m p l i t u d e 
i n n iedr igs ter O r d n u n g 
S = - i I dtd?x < ^ + ( x ) 7 ( l - va,) (-^^ Mx) e'(^''+^^)*. (25) 
J \ J 
Ep u n d Ee s ind die jewei ls p o s i t i v zu rechnenden Energ ien v o n E l e k t r o n u n d Posi-
t r o n . D i e S t o r u n g besteht h ier n u r aus d e m P r o j e k t i l p o t e n t i a l . V e r w e n d e t m a n den 
A u s d r u c k 
- = 47r / d'k ie'^^-^" (26) 
r J ^ ^ 
f u r d ie F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e des C o u l o m b - P o t e n t i a l s , so l a u t e t das P r o j e k t i l - P o -
t e n t i a l 
L - f l f A H 1 /HS-h) -ik-vt /27^ 
r'p - 1 r ^ k i ^ k i + kih^' ' • ^^^^ 
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F i g u r III.2: Paarerzeugung i m I m p u l s r a u m . D ie gestr i che l ten L i n i e n 
entsprechen den e lektromagnet ischen Feldern von P r o j e k t i l (d iagonal ) 
u n d Targe t (waagrecht ) . 
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D u r c h Einsetzen i n (25) sich zunachst die Z e i t i n t e g r a t i o n u n d d u r c h die entste-
hende ^ - F u n k t i o n auch d ie fcz-Integration aus f i ihren . M a n findet den A u s d r u c k 
V J (27r)2 k l + (Fe + F p ) V ( ^ V ) 
m i t der F u n k t i o n 
H{k) = Jd^x <^+(x ) (1 - va,) ^p{x) (29) 
L e t z t e r e g i b t die U b e r g a n g s a m p h t u d e zwischen (f)j, u n d a u f g r u n d der Four ier -
K o m p o n e n t e k des e lektr ischen Feldes a n . I n der T a t ist dieser A u s d r u c k nichts 
anderes als die P r o j e k t i o n des Ubergangsstroms 
J^{k) = j d^x^{x)Y<l>v{x)e^'^-^ (30) 
auf den Geschwind igke i t svektor — 7 ( 1 , 0 , 0 , ^ ; ) , der die P o l a r i s a t i o n der ausge-
tauschten v i r t u e l l e n P h o t o n e n ang ib t (<^(x) bezeichnet die Diracsche K o n j u g a t i o n 
(j)'^{x)l3). F i i r diesen Ubergangss t rom g i l t die K o n t i n u i t a t s g l e i c h u n g 
k.J'^ik) = 0, = Ee + Ep^ ^^^^ 
V 
D a m i t k a n n m a n i n (29) die der z - R i c h t u n g entsprechende K o m p o n e n t e e l i m i n i e r e n 
u n d findet schliefi l ich 
H{k) = \'x<f>t{x)Mx)e''-' 
^ V- f . - (32) 
" ^ F i T ^ y ^ ' " ^ ' ^ ^ ( ^ ^ ( ^ • ^^^"^^(^^ 
D a m i t ist die U b e r g a n g s a m p l i t u d e i n erster O r d n u n g der Storungstheor ie f o r m u l i e r t . 
D i e W e l l e n f u n k t i o n e n t r e t e n n u r i n der F u n k t i o n H{k) auf , u n d zwar i n der F o r m 
eines Ubergangsstroms i m I m p u l s r a u m . I h r e W a h l m u f i so getrof fen w e r d e n , dafi die 
In tegra le i n (32) berechenbar s ind . 
I I I . 2 . 2 S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n 
E i n e Klasse v o n verzer r ten K o n t i n u u m s w e l l e n ist u n t e r d e m N a m e n Sommer fe ld -
M a u e - oder F u r r y - W e l l e n f u n k t i o n e n [Bet54a , Bet54b ] aus der B e r e c h n u n g der Paar-
erzeugung d u r c h e in P h o t o n i m Fe ld eines A t o m k e r n s w o h l b e k a n n t . M a n e r h a l t sie 
als Naherungs losungen der s t a t i o n a r e n D i r a c - G l e i c h u n g i m C o u l o m b - F e l d 
(-ia • V -I- - f y ) (i){x) = E<l){x), 
y^_Za (33) 
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m i t e i n e m Sp inor f e ld </>(x). D a z u schreibt m a n die G le i chung i n der F o r m 
[E-V -m^ + ia-V) (j){x) = 0 (34) 
u n d wendet den i n K l a m m e r n stehenden D i f f e r e n t i a l o p e r a t o r noch e i n m a l a n , u m 
eine G l e i c h u n g zwei ter O r d n u n g z u e r h a l t e n : 
[E-V-m/3 + ia-V) (j>{x) 
\  -  V f  -  { m / 3  -  i a  •  V ) ' ] <j){x) 
E ^ + y 2 _ 2EV - + - im^a • V]<f>{x) 
(35) 
= 0 
Setzt m a n = E"^ — u n d b r i n g t e inen T e i l au f die rechte Seite, so l a u t e t die 
G l e i c h u n g 
( V ' + / - 2EV) 4>{x) = (-ia • V y - V " ) <^(x). (36) 
D i e rechte Seite k a n n als k le ine S t o r u n g b e t r a c h t e t werden ; i n n iedr igs ter N a h e r u n g 
laf i t m a n sie daher weg u n d lost die G le i chung 
( V ^ + p2 _ 2EV) </.(°)(f) = 0. (37) 
F i i r e in gegebenes E h a t dies die S t r u k t u r einer Schrod inger -Gle i chung i n e i n e m 
C o u l o m b - F e l d : 
, 2 m 2 m + (f>{x) = 0. (38) 
M i t t e l s parabol i scher K o o r d i n a t e n is t dieses P r o b l e m e x a k t losbar [Ber89, §136 
i i b e r t r a g t m a n diese L o s u n g au f (37) , so f indet m a n 
f iZaE 
P 
,l,-i{pr+p- x) (39) 
i F i i s t d ie kon f luente hypergeometr ische F u n k t i o n ( F i g u r 1I I .3 ) Diese L o s u n g ist 
so g e w a h l t , dafi sie a s y m p t o t i s c h eine ebene Wel le u n d eine e in laufende K u g e l w e l l e 
e n t h a l t . D e r Spinor u ist der freie Spinor eines E l e k t r o n s m i t d e m I m p u l s p, n o r m i e r t 
au f Uu — I . D i e N o r m i e r u n g s k o n s t a n t e C l a u t e t 
C = e " ^ " ^ / ' P r ( l + i Z a F / 2 p ) . (40) 
Diese N a h e r u n g e n t s p r i c h t , w ie m a n aus der Ana log i e m i t der Schrod inger -Gle i chung 
u n d d e m Fehlen einer S p i n o r - S t r u k t u r ers ieht , der n i c h t r e l a t i v i s t i s c h e n N a h e r u n g . 
U m die nachstbessere N a h e r u n g , d .h . re la t iv i s t i s che K o r r e k t u r e n u n d d a m i t eine 
V e r a n d e r u n g des Spinors zu e r h a l t e n , schreibt m a n die W e l l e n f u n k t i o n i n nachstho -
herer O r d n u n g 
<^(°)(x) - I - <j>^'\x) = Ce'^^-^ {F{x)u + x{x)) (41) 
{F{x) s teht als A b k i i r z u n g f i i r d ie konf luente hypergeometr ische F u n k t i o n aus (39)) 
m i t einer K o r r e k t u r x{x)- Setzt m a n dies i n (36) e in u n d n i m m t au f der rechten 
Figur in.3: D ie konf luente hypergeometr ische F u n k t i o n iFi{iK,l,ix). 
D i e beiden K u r v e n unterscheiden sich n u r i n der Skaherung der x -Achse . 
F i i r grofie x ist d e u t l i c h die l ogar i thmische Phase s i chtbar , d ie d e m 
C o u l o m b - P r o b l e m eigen i s t . 
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Seite das erste G l i e d m i t (das zweite ist q u a d r a t i s c h i m P o t e n t i a l u n d daher v o n 
hoherer O r d n u n g ) , so m u f i x ( ^ ) der G le i chung 
( V ^ + 2ip- V - 2EV) x{x) = -iu{a • WV)F{x). (42) 
gehorchen. N u n e r f i i l l t d ie konf luente hypergeometr ische F u n k t i o n F{x) d ie G l e i -
chung 
( V ' + 2ip-V- 2EV) F{x) = 0, (43) 
was m a n aus der Tatsache ersieht , dafi (^^°\x) die G le i chung (37) lost . D u r c h A n -
w e n d u n g des V - O p e r a t o r s e r g i b t sich daraus 
( V ^ + 2ip-V - 2EV) VF{x) ^2E F{x)VV{x). (44) 
Verg le i cht m a n dies m i t (42 ) , so m u f i die K o r r e k t u r x ( ^ ) schlief i l ich 
m = - ^ ^ - ^ n x ) u (45) 
l a u t e n . D i e a - M a t r i z e n b e w i r k e n , dafi die Losung eine S p i n o r - S t r u k t u r t r a g t u n d 
d a m i t auch sp inabhangige Prozesse beschreiben k a n n . 
M i t t e l s dieser N a h e r u n g e n lassen sich Naherungs losungen der D i r a c - G l e i c h u n g 
angeben, d ie aus einer ebenen Wel le u n d einer e i n - oder auslaufenden K u g e l w e l l e 
bestehen, die sogenannten S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n . I m Fal le der Paar-
erzeugung w a h l t m a n f i i r das E l e k t r o n eine W e l l e n f u n k t i o n m i t einer e in laufenden 
K u g e l w e l l e : 
Mx) = Ce'^'-' ( 1 - . v ) f - ! ^ , 1 , -^{pr + p- x)\ (46) 
Dies ist phys ika l i sch s innvoU, da a s y m p t o t i s c h als auslaufende We l l e n u r eine ebene 
Wel l e ohne e inen K u g e l a n t e i l v o r h a n d e n sein soi l . A n a l o g n i m m t m a n f i i r das Posi-
t r o n eine auslaufende K u g e l w e l l e m i t der W e l l e n f u n k t i o n 
la -t\ f iZaE 
\ J 
<^p(x) = Ce-'>^-^^ 1 + — - V i F i ,l,i{pr + p-x)]u. (47) 
V P 
F i i r p u n d E s ind jewei ls I m p u l s u n d Energie der gewi inschten a s y m p t o t i s c h e n ebe-
nen W e l l e n einzusetzen. M i t H i l f e dieser be iden W e l l e n f u n k t i o n e n u n d d e m A u s -
d r u c k (17) k a n n die U b e r g a n g s a m p l i t u d e u n d d a m i t die Paarerzeugungswahrschein-
l i chke i t errechnet werden . Der V o r t e i l besteht d a r i n , dafi die phys ika l i sch i n t e r -
essanten E n d z u s t a n d e i n geschlossener F o r m angegeben werden k d n n e n , ohne daf i , 
w i e i m Fal le der ( exakten ) C o u l o m b - D i r a c - W e l l e n f u n k t i o n e n eine D r e h i m p u l s s u m m e 
auszuf i ihren i s t , u n d daf i , i m Gegensatz zu einer F o r m u l i e r u n g m i t ebenen W e l l e n , 
schon d ie erste O r d n u n g der Storungstheor ie n i chtverschwindende Ergebnisse l ie -
f e r t . B e r t u l a n i u n d B a u r [Ber88] ist es sogar ge lungen, die I n t e g r a t i o n e n i n (32) 
naherungsweise a n a l y t i s c h d u r c h z u f i i h r e n ; eine numer ische Ana lyse findet sich i n 
Dec91a, D e c Q l b ] . E i n we i terer V o r t e i l i s t , dafi m a n , anders als m i t ebenen W e l l e n , 
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die W e c h s e l w i r k u n g m i t e i n e m der K e r n e i n a l ien O r d n u n g e n m i t n e h m e n k a n n u n d 
so auch d ie eventue l l w i c h t i g e n final s i af e -Wechse lwirkungen der erzeugten Te i l chen 
m i t den K e r n e n beobachten k a n n . 
D i e konf luente hypergeometr ische F u n k t i o n iFi{a,j,z) h a t f i i r \z\o die 
E n t w i c k l u n g [Lan88] 
i F i ( a , l , z ) 
1 
T{a) 
M i t den einzusetzenden W e r t e n 
1 
r ( i - a) {-z)- + Oil/z). (48) 
a — —IV, 





wobei das obere Vorze ichen f i i r die E l e k t r o n e n - u n d das u n t e r e f i i r d ie Pos i t ronen -
w e l l e n f u n k t i o n g i l t , u n d der Bez iehung 
(1^ 
— t z / l n Izl+i' a r g x (50) 
l a u t e t die E l e k t r o n e n - bzw. P o s i t r o n e n w e l l e n f u n k t i o n f i i r (pr -|- p • r ) —> oo: 
<f>e/p{x) = 
C eT ' ' ' ^ / 2 
gT«Pr g + j V I n |pr+p-xl J ^ - j - P (p , x\ 
- - f - • a 
(51) 
u 
D a b e i s ind T e r m e der O r d n u n g l/(pr-\-p-f) vernachlassigt w o r d e n . D i e W e l l e n f u n k -
t i o n e n setzen sich a s y m p t o t i s c h also aus einer ebenen Wel le e x p ( ± i p • x) u n d einer 
Kuge lwe l l e e x p ( ^ i p r ) zusammen. D a z u t r i t t der typische C o u l o m b - P h a s e n f a k t o r 
e x p ( ± i i / l n \pr + p- x\), der den L o g a r i t h m u s der E n t f e r n u n g e n t h a l t u n d die L a n g -
re i chwe i t igke i t des C o u l o m b - P o t e n t i a l s a u s d r u c k t . 
D i e GroBe z 
z = i(pr -\- p- -r) = ipr{l -\- cos0), (52) 
wobe i 6 der W i n k e l zwischen d e m O r t s v e k t o r r u n d der B e w e g u n g s r i c h t u n g des E l e k -
t rons p i s t , d r i i c k t die W i n k e l a b h a n g i g k e i t des Prob lems aus. W i e m a n s ieht , ist z i n 
e i n e m i m m e r schmaler werdenden Kege l u m die I m p u l s r i c h t u n g des E l e k t r o n s auch 
be i be l i eb ig grofien A b s t a n d e n sehr k l e i n , so dafi die W e l l e n f u n k t i o n d o r t a m s t a r k -
sten v o n einer ebenen Wel le abweicht . F i g u r 111.4 zeigt eine typ ische E l e k t r o n e n -
u n d eine P o s i t r o n e n w e l l e n f u n k t i o n . E n t l a n g der z-Achse, die die I m p u l s r i c h t u n g 
a n g i b t , ist d e u t l i c h die A u s w i r k u n g des e lektr ischen Feldes des Kernes i n F o r m eines 
Tales z u sehen. M a n k a n n dies klassisch e r k l a r e n , i n d e m m a n sich v o r s t e l l t , dafi die 
A n z i e h u n g des Kernes n u r auf E l e k t r o n e n w i r k t , d ie i h m nahe genug k o m m e n u n d 
sich so i n e i n e m Stre i fen u m die z-Achse bef inden. Diese E l e k t r o n e n werden d u r c h 
die C o u l o m b - K r a f t aus i h r e r Bewegungsr i ch tung gestreut u n d b i l d e n die Kuge lwe l l e ; 
d o r t , wo sie sich zuvor be fanden, b i l d e t sich das T a l . 
Figur IIL4: S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n (a) f i i r e in E l e k t r o n 
u n d (b ) f i i r e in Pos i t ron . 
68 I I I . Berechnung der Multiplizitaten 
S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n haben den V o r t e i l , dafi sie eine Reihe v o n 
ana ly t i s chen M a n i p u l a t i o n e n er lauben . So ist es ge lungen, ana lyt i s che A u s d r i i c k e 
f i i r die Paarerzeugungswahrscheinl i chkei t u n t e r gewissen N a h e r u n g e n anzugeben 
Ber88] . D a sie aber n i ch t o r t h o g o n a l s ind , d i i r f t e n sie f i i r eine Berechnung i n hoherer 
als erster O r d n u n g u n d gar i n gekoppel ten K a n a l e n ungeeignet sein. 
Berechnung der Ubergangsamplitude 
U m die U b e r g a n g s a m p l i t u d e m i t S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n zu berechnen, 
miissen die I n t e g r a t i o n e n i n (32) d u r c h g e f i i h r t werden . D a z u setzt m a n die W e l l e n -
f u n k t i o n e n (46) u n d (47) e i n , wobei der T e r m , der sich aus d e m P r o d u k t der be iden 
re la t iv i s t i s chen K o r r e k t u r e n i n (f>p u n d e rg ib t u n d die O r d n u n g l / { E p E e ) h a t , 
—* 
vernachlassigt werden darf . D a n n l a u t e t H{k) 
H(k) = ClCp 
2 
[72 Ee + Ep 
(53) 
m i t den B e i t r a g e n 
la = ujUp h + • h)Vp + ^'^ti^ • h)Vp, 
h = ut{a-k^)vph + -^ut{a-k^)ia-l2)vp (54) 
z -* 
+ ^u+{a- l3){a- ki_)vp, 
die sich m i t t e l s der dre i In tegra le 
h = J d^x FeFp e'^-\) 
h = \x F e ( V F p ) e''-^ (56) 
h = Jd'x{VFe)Fpe''~-^\) 
berechnen lassen, wobei q = kx — pe — Pp sich aus den I m p u l s e n des E l e k t r o n s pe 
u n d des Pos i trons pp e rg ib t u n d F^ bzw. Fp die i n den W e l l e n f u n k t i o n e n des E l e k -
t rons bzw. des Pos i trons v o r k o m m e n d e n konf luenten hypergeometr i schen F u n k t i o -
nen entsprechenden A r g u m e n t s s ind . D i e Berechnung dieser dre i In tegra le i s t aus der 
A r b e i t v o n B e t h e u n d M a x i m o n i iber B r e m s s t r a h l u n g u n d Paarerzeugung bekannt 
Bet54a , Bet54b] u n d insbesondere der dazugehorigen B e m e r k u n g v o n Nordsieck 
N o r 5 4 ] . D a z u werden die Integra le auf das I n t e g r a l 
7o = y" d\ (58) 
z u r i i c k g e f i i h r t , das sich e x a k t berechnen la f i t . A u f diese A r t u n d Weise e r h a l t m a n 
einen ana lyt i s chen A u s d r u c k f i i r H{k), der sich aus kon f luenten hypergeometr i schen 
F u n k t i o n e n zusammensetzt . 
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Es v e r b l e i b t also (28) z u losen. Dies schliefit eine zweid imensionale I n t e g r a -
t i o n e i n , u m die A m p l i t u d e zu e r h a l t e n , u n d eine wei tere sechsdimensionale i i ber die 
m o g l i c h e n I m p u l s e der erzeugten Paare, u m schlief i l ich die Sto f iparameter -abhangige 
Paarwahrsche in l i chke i t zu e r h a l t e n . D i e zweid imensionale I n t e g r a t i o n ist z u d e m eine 
F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n u n d k a n n daher numer i s ch au fwendig werden . E twas e infa-
cher w i r d die Berechnung , w e n n m a n i iber den Sto f iparameter i n t e g r i e r t u n d sich 
n u r f i i r W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e interess iert . D a n n l a u f t d ie I n t e g r a t i o n i iber eine po-
s i t i ve F u n k t i o n u n d k a n n m i t t e l s eines M o n t e - C a r l o - V e r f a h r e n s ausgef i ihrt werden ; 
i iberdies w i r d das P r o b l e m r o t a t i o n s s y m m e t r i s c h , was eine I n t e g r a t i o n auf lost , so 
dafi e in s iebendimensionales I n t e g r a l p r o b l e m verb le i t [Dec91a, Dec91b] . I n gewissen 
N a h e r u n g e n lassen sich die I n t e g r a t i o n e n auch ana ly t i s ch aus f i ihren [Ber88] . 
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III.3 Der Zwei-Photonen-Graph 
I I I . 3 . 1 D a s I n t e g r a l f u r d i e Z w e i - P h o t o n e n - A m p l i t u d e 
W i r berechnen n u n i n der N a h e r u n g eines aufieren Feldes e inen Prozef i , i n d e m zwei 
( v i r t u e l l e ) P h o t o n e n e in oder mehrere Tei l chen erzeugen. D i e A m p l i t u d e d a f i i r , dafi 
b e i m V o r b e i f l u g der be iden l o n e n m i t der Ladungszah l Z e in Prozefi s t a t t f i n d e t , k a n n 
i n n iedr igs ter O r d n u n g a l lgemein als I n t e g r a l i i ber das aufiere e lektromagnet ische 
Fe ld m i t e i n e m Ubergangss t rom J!l!^_,g+g-{kik2; Poc) geschrieben werden : 
S{Pa,b) = {-zeYJ ^,^,A,{kub)A.{k2j)J!;;^^,^4hk2-,Pa) (59) 
D a b e i i s t P der gesamte V i e r e r i m p u l s der erzeugten Te i l chen , a bezeichnet die 
dar i i ber h inaus gehenden P h a s e n r a u m k o o r d i n a t e n der auslaufenden Te i l chen , u n d 
b ist der Sto f iparameter . D i e K o p p l u n g s k o n s t a n t e zwischen den e l e k t r o m a g n e t i -
schen Feldern u n d d e m Ubergangss t rom ist hier e x p l i z i t angeschrieben u n d n i c h t i n 
den U b e r g a n g s s t r o m gezogen. Das aufiere Feld setzt sich aus den Feldern der be iden 
vorbei f l iegenden l o n e n zusammen: 
A,{k,b) = A^^\k,b) + A'^^\k,b) (60) 
Setzt m a n dies i n (59) e i n , so erzeugt das v ier S u m m a n d e n . Zwe i davon e n t h a l -
t e n n u r das Fe ld jeweils eines Ions u n d beschreiben daher die Paarerzeugung i m 
Fe ld eines einzelnen A t o m k e r n s ; dieser Ef fekt verschwindet i n Stdrungstheor ie . D ie 
be iden anderen e n t h a l t e n beide Felder u n d gehen auseinander hervor , w e n n m a n 
die Lorentz - Ind izes a m Ubergangss t rom vertauscht . Dies e n t s p r i c h t den beiden 
Austauschgraphen i n F i g u r 111.5a, die m a n f i i r e inen Prozefi m i t reel len P h o t o n e n 
e r h a l t . I m Falle eines ex te rnen Feldes e n t h a l t der F e y n m a n - G r a p h i n F i g u r I I I . 5 b 
n u r die aufieren L i n i e n der erzeugten Tei lchen. E ine V e r t a u s c h u n g der P h o t o n e n l i -
n i en geschieht n i c h t , aber die K o p p l u n g e n e n t h a l t e n j e t z t jewei ls die Felder beider 
l o n e n . W e n n m a n die Vertauschungen bzw. das doppe l te A u f t r e t e n der Felder i n 
den U b e r g a n g s s t r o m z ieht , k a n n m a n den neuen U b e r g a n g s s t r o m als 
J^''(A;aA:2;Pa) = j ; ; _ + , - ( f c i A:2; P a ) - f j ; ; _ , , - ( A ; i A ; 2 ; P a ) (61) 
def inieren, u n d die A m p l i t u d e u n t e r Weglassen der Paarerzeugung d u r c h e inen e i n -
zelnen K e r n als 
5 ( P a , b) = i-ief J ~ ~ i ^ , A^^Kh, b) 4^)(A:2, h) J-^ik.kr, Pa) (62) 
schreiben. 
D i e e lektromagnet i s chen Felder der vorbei f l iegenden schweren l o n e n l a u t e n i n 
kovar ianter F o r m 
4")()t; b) = Z e ^ ^ ^ {2^)8{k . n W ) e^^'>^''" u ^ , (63) 
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Figur III.5: Die Z w e i - P h o t o n e n - G r a p h e n (a) m i t auBeren L i n i e n , 
aufiere Felder ersetzen die L i n i e n . 
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wobei w i r das obere Vorzeichen f i i r 7? = 1 ne l imen . W i e zuvor auch haben w i r an -
g e n o m m e n , daJi die Kerne sich auf geraden Bahnen bewegen. Die Vierergeschwin-
d igke i t en der beiden l onen sind 
- 7 ( 1 . 0 , 0 . 1 . ' ) 
u = 7 ( 1 , 0 , 0 , - 1 ; ) , 
(64) 
wobei 7 = — der Lorentz -Faktor i m co//?'(fer-System is t . Das K o o r d i n a t e n -
system w a h l e n w i r so, dafi sich die beiden lonen auf zwei zur 3-Achse paral le len B a h -
nen m i t gleichen Geschwindigkeiten aufeinander zu bewegen {equal-speed system): 
die be iden Geraden s ind u m den Vektor 6 gegeneinander versetzt ( F i g u r I I L 6 ) . Der 
V e k t o r p f e i l soi l daran e r i n n e r n , dafi der S t o f i p a r a m e t e r - R a u m eine Ebene u n d das 
M a f i d o r t d ^ i = 27r bdb i s t . 
a 
F i g u r I I L 6 : Schwerionenstofi i m co / / iJer -System. 
D e r Formfaktor F beschreibt die L a d u n g s v e r t e i l u n g i m A t o m k e r n ; hier ist n u r 
vorausgesetzt , dafi der K e r n kuge lsymmetr i sch is t . D i e Felder l a u t e n i m O r t s r a u m 
(65) 
7 J k l + k l h ^ ' ' (27r)3 
so dafi i m Ruhesystem v = 0, 7 = 1, nur die ze i tar t ige K o m p o n e n t e des Po tent ia l s 
ungle i ch N u l l i s t . 
F{P) Ck., d'k 
(27r)3 • 
(66) 
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Dieses P o t e n t i a l lost die Poisson-Gle ichung der E l e k t r o s t a t i k 
- V M o ( x ) = p{x) (67) 
m i t der L a d u n g s v e r t e i l u n g 
p{x)=^ZeJ-^^F{P)e^'-\) 
Also ist F{P) d ie F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e der L a d u n g s v e r t e i l u n g eines r u h e n d e n 
K e r n s . 
Der U b e r g a n g s s t r o m J^''{kik2; Pa) f i i r die E r z e u g u n g eines E l e k t r o n - P o s i t r o n -
Paars e r g i b t sich aus den mog l i chen F e y n m a n - G r a p h e n m i t zwei K o p p l u n g e n an e in 
auiieres Feld u n d e i n e m auslaufenden E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r ; i n n iedr igs ter O r d -
n u n g is t das der G r a p h i n F i g u r I I I . 5 b . D i e genaue Gesta l t des U b e r g a n g s s t r o m 
ist f i i r unsere Zwecke zunachst u n w i c h t i g ; w i r benot igen n u r , dafi es sich u m einen 
e r h a l t e n e n S t r o m h a n d e l t u n d dafi er eine <5-Funktion der V i e r e r i m p u l s e r h a l t u n g 
e n t h a l t , d ie w i r w ie fo lgt schreiben: 
r''{k^k2\Pec) = r''{k^k2\a) {2ir)H\k^ + k2- P ) , (69) 
wobe i J'^'^{kik2] a) den u m diese ^ - F u n k t i o n reduz ie r ten U b e r g a n g s s t r o m bezeichnet. 
D i e ^ - F u n k t i o n e n i n den Feldern u n d i m U b e r g a n g s s t r o m lassen sich ausinte-
gr i e ren , u n d m a n e r h a l t f i i r (62) den A u s d r u c k 
SiPa-b) = / ^ ^ ^ ^ ^ - ' ^ ' - ? ' J ' ' ' i h k r , ^ 
(70) 
(der V o r f a k t o r 1/27^ s t a m m t v o m A u s i n t e g r i e r e n der ^ - F u n k t i o n e n ) m i t den Pho -
t o n e n i m p u l s e n 
kl = {uji,ks_,ui/v^ , k2 = (U2,PA. - k^_,-U2/v) , 
UJi = l{Po + vP,), UJ2 = 1{P0-VP,). 
W i r bezeichnen V e k t o r e n , die i n der senkrechten Ebene, d . i . die Ebene senkrecht 
zur B e w e g u n g s r i c h t u n g der schweren l o n e n l iegen, m i t d e m I n d e x _L. Der F a k t o r 
exp(ife • P x / 2 ) i s t e in kons tanter Phasenfaktor , den w i r weglassen k o n n e n , da die 
I n t e g r a t i o n i i b e r P x erst nach d e m Q u a d r i e r e n des A u s d r u c k s er fo lgt . Prozesse m i t 
verschiedenen I m p u l s e n der auslaufenden Tei l chen inter fer ieren n i c h t (d ie I n t e g r a t i o n 
ist eine A u f s u m m i e r u n g i m Mef igera t ) . 
D i e Phasenraum-d i f f e rent i e l l e Ere ign iswahrsche in l i chke i t ist das B e t r a g s q u a d r a t 
v o n ^ ( P a ; 6). W e r d e n bei d e m Prozefi n Tei l chen m i t d e m Ein -Te i l chen -Phasen-
r a u m e l e m e n t d p „ erzeugt , so ist das Gesamt -Phasenraumelement 
dO = d p i . . . dpn , (72) 
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D i e E in -Te i l chen -Phasenraumelemente s ind f i i r Bosonen der Masse m u n d der Ener -
gie Ep = y/p 2 - f 
a . = | ^ ( 2 . ) % ^ - " . ^ ) < ' ( 0 = p ; ; ^ (73) 
u n d f i i r F e r m i o n e n entsprechend dp = {m/Ep). Es i s t g i i n s t i g , den Gesamt-
V i e r e r i m p u l s der erzeugten Te i l chen (als einzige i n (70) au f t re tende Gro i ie ) e x p l i z i t 
zu schreiben: 
<in = | ^ d . , (74) 
wobe i d a das E l e m e n t des auf einen b e s t i m m t e n G e s a m t - V i e r e r i m p u l s eingeschrank-
t e n Phasenraumes , also des k i n e m a t i s c h zur V e r f u g u n g stehenden, i s t . Es la f i t sich 
daher m i t einer 6 - F u n k t i o n als 
d a = d a Ip = d p i . . . dp„ {27rY6\pi + • • • - f p „ - P ) (75) 
schreiben u n d h a n g t v o n P ab. Der G e s a m t - V i e r e r i m p u l s P setzt sich nach (71) aus 
d e m senkrechten I m p u l s P± u n d den Energ ien coi u n d uj2 der P h o t o n e n z u s a m m e n , 
u n d das entsprechende I m p u l s r a u m e l e m e n t laf i t sich 
d^P = 2 d 2 P x d u ; i d u ; 2 (76) 
schreiben. M i t diesen Beziehungen e rha l t m a n die t o t a l e W a h r s c h e i n l i c h k e i t ( d . i . der 
i n den I m p u l s e n u n d Energ ien t o t a l e , i m Sto f iparameter d i f ferent ie l le W i r k u n g s -
q u e r s c h n i t t ) d u r c h Q u a d r i e r e n v o n (70) u n d In tegr i e ren i i b e r den P h a s e n r a u m der 
erzeugten Te i l chen : 
m = J\SiPa-M^,da 
Z V r dui du2 d^hx d^k2± d\x 
J 2-K 27r (27r)2 (27r)2 f27r)2 ^ 274 } 7r (2  
P ( - f c 2 ) P ( - f c 2 ) F{-k\') F{-k',') 
-kj -kl - f c j 2 _fc/2 
x « ? M ' H ' M ' ^ / J'"'{hk2;cc)J''''''*{k[k',-a)da 
wobe i anstel le v o n P i u n d ^ ^ j ^ ( d . i . d ie sich b e i m Q u a d r i e r e n des Integra l s d^k\x_ i n 
(70) ergebende wei tere Integrat i onsvar iab le ) i i ber die neuen V a r i a b l e n 
k2L = P x - fcix u n d qx = k i x - k-,j_ (78) 
i n t e g r i e r t w u r d e , u n d d ie P h o t o n e n - V i e r e r v e k t o r e n n u n wie f o lg t l a u t e n : 
h = ( w i , fcix, W l / v ) , k2 = (uJ2, 4 x , - W 2 / v ) , 
k[ = [u!i,kix_ - q±_,uji/vj , k'2 = (a;2, k2x + q±, -<^2/v) . 
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I n t e g r i e r t m a n diesen A u s d r u c k i i ber den StoJ3parameter 6, so e r h a l t m a n eine 6-
F u n k t i o n i n q_i_, u n d es g i l t ki = k[ u n d k2 = k!^. D a n n l a u t e t der W i r k u n g s q u e r -
s c h n i t t 
= J P{b) 
Z^e^ rdui du2 d^fcix d^k2x fF{-kl)Y (F{-kiy^ 
V / 2 7 2 J 2-K 27r (27r)2 (27r)2 ^ -kl (80) 
X J |uWu(2)J^''(A;iA;2;a) d a 
P = (wi+W2 ±-1-^2 X . ( t^ l -^2 ) / f ) 
Es w i r d d e u t h c h , dafi d ie S t o f i p a r a m e t e r - A b h a n g i g k e i t i m wesent l ichen aus den I n -
ter ferenzen be i verschiedenen s t a m m t , w a h r e n d der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t n u r v o n 
den B e t r a g e n der Felder u n d des Ubergangsstroms a b h a n g t . B e t r a c h t e t m a n den 
A u s d r u c k (70) f i i r d ie A m p l i t u d e , so ist diese die F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e i n k_i v o n 




D i e S to f iparameterabhang igke i t testet also die Phasenkorre la t i onen der A m p l i t u -
den z u verschiedenen transversa len I m p u l s e n der P h o t o n e n , w a h r e n d der W i r k u n g s -
q u e r s c h n i t t selbst n u r v o n den B e t r a g e n a b h a n g t . Dieser E f f ekt v e r k o m p l i z i e r t die 
Berechnung b e t r a c h t h c h i m Verg le i ch zur Berechnung v o n t o t a l e n W i r k u n g s q u e r -
s c h n i t t e n . 
I I I . 3 . 2 G r a p h e n m i t a u f i e r e n L i n i e n u n d a u f i e r e n F e l d e r n 
A n s t e l l e die K e r n e m i t aufieren Fe ldern zu n a h e r n , k o n n e n sie auch d i r e k t i n F o r m 
v o n aufieren L i n i e n u n d e i n e m entsprechenden e l ekt romagnet i s chen V e r t e x behan -
del t w e r d e n , w i e es auch i n der E l e k t r o d y n a m i k der H a d r o n e n i i b l i c h i s t . D a d u r c h 
w i r d die A n a l o g i e m i t P r o t o n - P r o t o n - S t o f i e n b e t o n t . I m G r e n z w e r t schwerer K e r n e 
mi issen beide A r t e n der B e h a n d l u n g ident ische Ergebnisse ze i t igen ; der A n s a t z m i t 
aufieren Fe ldern e r l a u b t es d a r i i b e r h inaus , den Sto f iparameter i n kons is tenter Weise 
zu b e h a n d e l n , w a h r e n d andererseits die Beschre ibung der K e r n e d u r c h L i n i e n i m 
F e y n m a n - G r a p h auch Prozesse wie B r e m s s t r a h l u n g u n d die A b l e n k u n g der K e r n e 
d u r c h die W e c h s e l w i r k u n g einschl ief i t . 
F i g u r I I I . 7 zeigt den G r a p h e n f i i r die E r z e u g u n g eines E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r s 
d u r c h zwei K e r n e . D e n be iden K e r n e n werden i m F e y n m a n - D i a g r a m m L i n i e n , d ie 
Sp in -O-Propagatoren entsprechen, u n d Vert izes m i t F o r m f a k t o r e n zugeordnet . D e r 
P h o t o n - K e r n - V e r t e x l a u t e t 
{p + prZeF{q\ = {p'-p)\ (83) 
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F i g u r I I I . 7 : Der F e y n m a n - G r a p h f i i r die Paarerzeugung i m K e r n - K e r n - S t o C . 
wobe i der I m p u l s i i b e r t r a g , F{k^) der e lektromagnet ische F o r m f a k t o r des Kerns 
ist u n d Ze die L a d u n g . Dazu t r i t t der Pho tonen -Propagator 
-^r^^^ (84) 
der an das D i r a c - F e l d k o p p e l t . 
M a n kann sich i iberzeugen, dafi die F e y n m a n - G r a p h e n m i t auBeren L i n i e n f i i r 
d ie K e r n e u n d die m i t auBeren Feldern dasselbe Resu l ta t l ie fern [Wu90] . D a z u be-
t r a c h t e n w i r zunachst den G r a p h e n F i g u r I I I . 7 , wobei w i r die K e r n e als g l e i c h a r t i g 
( M l = M2) u n d ihre Bewegung m i t gleichen Geschwindigke i tsbetragen e n t l a n g der 
2-Achse annehmen (p i = - p 2 , Ep^ = F p J . D i e diesem G r a p h e n zugeordnete A m -
p l i t u d e be t rag t 
S = Z'e'^^^ipi+p[rj,^{k„k2){p2+p'2r^^^, (85) 
wobe i der ErzeugungsprozeB d u r c h einen Ubergangss t rom J^t,{ki,k2) ausgedr i i ckt 
i s t . U m den W i r k u n g s q u e r s c h n i t t zu e r h a l t e n , q u a d r i e r t m a n die A m p l i t u d e u n d 
i n t e g r i e r t i iber die auslaufenden I m p u l s e p[ u n d p'2 sowie i iber den P h a s e n r a u m d f i 
der auslaufenden Tei l chen: 
cr = / dp'i dp2 , ^ ==^|gp (27r^) S^k^ + Ar2 - P ) , (86) 
wobei m i t dp die j ewei l igen Phasenraumelemente , i m Falle eines Bosons also 
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bezeichnet s i n d . Diese I n t e g r a t i o n k a n n m a n gemaiJ 
k = p-p', d^p' = d^k (88) 
i n eine I n t e g r a t i o n i i ber die I m p u l s e der v i r t u e l l e n P h o t o n e n umschre iben . D i e 
Energ ie der v i r t u e l l e n P h o t o n e n is t d u r c h die R e l a t i o n 
= - Ep. = Ep- y/{p-ky + M^ = Ep- ^ E l + P-2p-k (89) 
gegeben. N i m m t m a n an , dafi d ie Energ ie k^ der P h o t o n e n k l e i n gegen die Energie 
Ep der K e r n e i s t , d a n n k a n n die W u r z e l nach T a y l o r entvi^ickelt werden u n d m a n 
findet naherungsweise 





• k. (90) 
Dies i s t gerade die R e l a t i o n zwischen Energie u n d I m p u l s eines v i r t u e l l e n Photons , 
das v o n e i n e m m i t der Geschwindigke i t v = p/Ep bewegten K e r n ausgesandt w i r d . 
D a m i t k o n n e n die DifFerentiale (88) i n umgeschrieben werden : 
d^k = -diod^kx. 
V 
D e r W i r k u n g s q u e r s c h n i t t l a u t e t n u n 
1 f dui du>2 d^Aiii. d^k2x. 
27 "27 (27r)2 (27r)2 
(91) 
^2 / 
d a (27r)^ 8^{kr + k2 - P) 
X 
1 (92) 
4 ^ p ' 4 ^ ( p i . p 2 - M 4 ) 2 ' 
A u f g r u n d der hohen re la t i v i s t i s chen Masse der K e r n e k a n n m a n davon ausgehen, 
dafi sie n u r w e n i g gestreut werden u n d dafi daher d o r t , wo der B e i t r a g z u m W i r -
k u n g s q u e r s c h n i t t m e r k l i c h v o n N u l l verschieden i s t , p ft; p' g i l t . D a n n k a n n m a n die 
N a h e r u n g 
2vEr> 
{pi + p\Y ^ 2p. = 
7 
(93) 
m i t der V ierergeschwind igke i t u^'^ der be iden K e r n e machen , so dafi das M a t r i x e l e -
m e n t 
S 2 =: Z^e' 
l&v^E^^ (F{-kl)V (F{-kl)\ 
\ J \ - i -2 U 'i^e'Y^r^hM)' (94) 
l a u t e t . N u n i s t \p\ \/7^ - 1 - ^ u n d daher 
Px-P2^El-vf=W + {l'-l)\M\ (95) 
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so dafi der F l u f i f a k t o r 
yJ{n-P2Y-M^ = ^ 4 7 2 ( 7 2 _ i ) M 4 = ^ 4 ^ = 2vEl (96) 
e r g i b t . Setzt m a n dies i n (94) u n d (92) e i n , so e r h a l t m a n 
. ( £ ( ^ ) ^ ( M ) ^ | „ . % . . . . ^ , , . . , , | ^ ' ' ' ' 
welcher e x a k t m i t d e m aus d e m aufieren Fe ld abgele i teten A u s d r u c k (80) i i b e r e i n -
s t i m m t . 
Der Sto f iparameter ist i m Z u s a m m e n h a n g m i t F e y n m a n - G r a p h e n zunachst n i c h t 
de f in ier t . I n F e y n m a n - G r a p h e n haben alle e i n - oder auslaufenden Te i l chen i i b l i cher -
weise scharfe I m p u l s e u n d s ind daher i i ber den ganzen O r t s r a u m ausgeschmiert . 
Dies r e f l ek t i e r t d ie Tatsache, dafi E l e m e n t a r t e i l c h e n a u f g r u n d i h r e r Quantene igen-
schaften n i c h t fokussierbar s ind u n d jedes Wel l enpaket ause inander lauf t . B e i A t o m -
kernen findet dieses Ause inander lau fen des Wel lenpakets so langsam s t a t t , dafi m a n 
i h n e n w i e klassischen Tei l chen sowohl O r t als auch I m p u l s ( i m R a h m e n einer k l e inen 
Unscharfe ) zuschreiben k a n n . 
E i n W e g , den Sto f iparameter i n F e y n m a n - G r a p h e n e i n z u a r b e i t e n , i s t , diese i m 
I m p u l s r a u m z u f o r m u l i e r e n . D e n be iden K e r n - P h o t o n - V e r t i z e s werden d a n n O r t s -
p u n k t e Xi u n d X2 zugeordnet , i iber die bei der Berechnung des G r a p h e n i n t e g r i e r t 
w i r d . M a n k a n n n u n die I n t e g r a t i o n i i ber den senkrechten A n t e i l xi± — X^L heraus-
ziehen, so dafi der verble ibende A u s d r u c k gerade den Sto f iparameter -d i f f e rent ie l l en 
W i r k u n g s q u e r s c h n i t t ang ib t . Der sich ergebende A u s d r u c k s t i m m t m i t d e m A u s -
d r u c k f i i r die Paarerzeugungswahrscheinl ichkeit i n aufieren Fe ldern i i b e r e i n . E i n e 
Uns i cherhe i t l iegt a l lerdings d a r i n , dafi d u r c h die B i l d u n g eines Wel lenpakets i n der 
Sto f iparameter -Ebene der senkrechte I m p u l s der be iden K e r n e vor d e m Stofi u n -
b e s t i m m t ist u n d daher das A r g u m e n t des F o r m f a k t o r s n i c h t genau b e s t i m m t i s t . 
Dies r e f l e k t i e r t , dafi der K e r n i m M o m e n t der W e c h s e l w i r k u n g e inen Stofi e r h a l t 
u n d seine F l u g r i c h t u n g a n d e r t , a u f g r u n d dessen sich auch das e lektromagnet ische 
Feld ve rander t . I n der N a h e r u n g des aufieren Felds haben w i r aber die zusatz l i -
che A n n a h m e gemacht , dafi der K e r n n u r vernachlassigbar v o n seiner F l u g r i c h t u n g 
abgelenkt w i r d , so dafi dieser Ef fekt i n der b e t r a c h t e t e n N a h e r u n g n i c h t b e i t r a g t . 
I n einer nachsten N a h e r u n g m i i f i t e m a n die A b l e n k u n g des K e r n s u n d das d a d u r c h 
veranderte P h o t o n e n s p e k t r u m mi te inbez iehen . F i i r die Frageste l lung der E l e k t r o n -
Pos i t ron -Paarerzeugung i n Schwerionenstofien ist dies aber nebensachl ich : Erstens 
e r h a l t e n die K e r n e d u r c h die re la t iv i s t i s che Massenzunahme eine sehr hohe t rage 
Masse. Zweitens s ind E l e k t r o n e n vergleichsweise le icht u n d werden daher bevorzugt 
v o n \^eicheren P h o t o n e n erzeugt , die a u f g r u n d ihres n iedr igen Impulses k a u m zur 
A b l e n k u n g der K e r n e f a h i g s ind . D r i t t e n s ist die E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e r z e u g u n g , 
i m Gegensatz zur Erzeugung schwerer K e r n e , k a u m auf den F o r m f a k t o r se lekt iv ; 
das typ ische Paar h a t eine Energie i n der Gro f i enordnung v o n 10 M e V , was einer 
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Ent fernungsska la v o n 20 f m , also noch groBer als der K e r n r a d i u s , e n t s p r i c h t , so daQ 
E l e k t r o n p a a r e als Probe die L a d u n g s v e r t e i l u n g des K e r n s n i c h t sehen k o n n e n . 
I I I . 3 . 3 L e p t o n e n p a a r - E r z e u g u n g 
F i i r die E r z e u g u n g eines Fermionenpaars e rg ib t sich der U b e r g a n g s s t r o m aus den 
M i t t e l t e i l e n der F e y n m a n - G r a p h e n i n F i g u r i n . 5 b : 
= . ( p . ) (Yj:f/_l^Y + r j ^ ^ ^ ^ r ) (98) 
D u r c h E inse tzen i n (70) e r h a l t m a n den vo l l s tand igen A u s d r u c k 
Sd) - i-rS^^ f ^ ^ e-^'^^ 
^ i ^ ) - i ] (2^)2 kl H ' 
+ ( - ° - ^ - ^ ) ( ^ ^ ^ ^ ^ ° ^ " - ^ ^ ^ ^ 
D i e P h o t o n e n i m p u l s e ergeben sich aus (79) . 
F i g I I I . 2 zeigt anschaul i ch den Prozel3 der Paarerzeugung d u r c h e in auBeres 
Fe ld i m I m p u l s r a u m . D i e waagrechte Achse s t e l l t die Energ ie dar , d ie senkrechte 
steht f i i r den r a u m l i c h e n I m p u l s . Der asympto t i s che A n f a n g s z u s t a n d q l i egt auf 
der negat iven Massenschale. V o n d o r t w i r d er d u r c h die W i r k u n g eines v i r t u e l l e n 
Photons des Impulses ki i n e inen Zwischenzustand q -{- kx gehoben u n d d u r c h e in 
zweites i n den E n d z u s t a n d p auf der p o s i t i v e n Massenschale. D i e I n t e g r a t i o n i n 
(99) l a u f t i i b e r alle mog l i chen Zwischenzustande. A u f g r u n d der ^ - F u n k t i o n e n i n 
den C o u l o m b - P o t e n t i a l e n der K e r n e s ind die e l ektromagnet i s chen Felder u n d d a m i t 
die v i r t u e l l e n P h o t o n e n i m I m p u l s r a u m auf die Hyperebenen 
k, - ±k''lv (100) 
e ingeschrankt u n d erscheinen i m D i a g r a m m als Geraden der N e i g u n g ± a r c t a n v ^ 
45°, d ie An fangs - , Zwischen- u n d E n d z u s t a n d v e r b i n d e n . D i e A m p l i t u d e jedes m o g h -
chen Zwischenzustandes e rg ib t sich aus den A m p l i t u d e n , daB die entsprechenden 
v i r t u e l l e n P h o t o n e n v o r h a n d e n s i n d , d . i . das P o t e n t i a l i m I m p u l s r a u m , u n d d e m 
P r o p a g a t o r f i i r den Zwischenzustand , der entsprechend der V i r t u a l i t a t des Z w i -
schenzustandes die A m p l i t u d e r e d u z i e r t . 
D i e gesamte Paarerzeugungswahrsche in l i chke i t findet m a n d u r c h I n t e g r i e r e n u n d 
S u m m i e r e n i iber die I m p u l s e u n d Spins des erzeugten Paares: 
P{h) = j:jdpAq\S\\) 
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I n t e g r i e r t m a n i iber den StoBparameter , so laBt sich dieser A u s d r u c k noch b e t r a c h t -
h c h vere infachen. Anderen fa l l s ist es a m g i ins t i g s ten , die A u s d r i i c k e d i r e k t n u m e -
r isch z u berechnen. D i e schliefit eine innere I n t e g r a t i o n i i b e r kx zur Berechnung 
der A m p U t u d e u n d eine aufiere i i ber p u n d q zur A u f s u m m i e r u n g der W a h r s c h e i n -
l i c h k e i t e n i m P h a s e n r a u m e i n . D i e innere I n t e g r a t i o n e n t h a l t z u d e m noch e inen 
oszi l l ierenden F a k t o r e x p ( — i 6 - kx), w a h r e n d die aufiere e inen p o s i t i v e n I n t e g r a n d e n 
h a t . 
E i n e A b s c h a t z u n g f i i r die Grofie des Integrat ionsbere iches i n kx i s t d u r c h d ie 
K e r n f e l d e r gegeben. Sie e n t h a l t e n den F a k t o r 
1 








Der Transversa l impuls ist also u m den F a k t o r I / 7 k le iner als der typ ische I m p u l s 
der erzeugten Te i l chen . Dies ist w o h l b e k a n n t u n d d r i i c k t die scharfe V o r w a r t s f o k u s -
s ierung der erzeugten Tei l chen aus. 
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III.4 Die Weizsacker-Williams-Methode mit StoBparameter 
D i e W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e t h o d e [Fer24, W i l 3 3 , We i34 , Eic90] i s t eine N a h e r u n g 
zur Berechnung v o n F e y n m a n - G r a p h e n , i n denen „fast ree l le" P h o t o n e n ausge-
tauscht w e r d e n . O b w o h l sie o f t a u f g r u n d klassischer A r g u m e n t e gerecht fer t ig t w i r d 
Jac76] , k a n n ( u n d m u f i ) sie d i r e k t aus d e m F e y n m a n - G r a p h e n a b l e i t b a r sein [Ber89 . 
U r s p r i i n g l i c h w u r d e die W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e t h o d e e n t w i c k e l t , u m das Feld 
eines schnel l bewegten Teilchens d u r c h eine V e r t e i l u n g v o n reel len P h o t o n e n an -
z u n a h e r n . M i t dieser V e r t e i l u n g u n d d e m P h o t o n - T e i l c h e n - W i r k u n g s q u e r s c h n i t t , 
d . i . der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t , m i t e i n e m reel len P h o t o n e n e inen Prozefi an e i -
n e m z w e i t e n ( ruhenden ) Te i l chen auszulosen, k a n n d a n n der T e i l c h e n - T e i l c h e n - W i r -
k u n g s q u e r s c h n i t t berechnet werden . Diese M e t h o d e laf i t sich for tsetzen zur Be-
re chnung v o n T e i l c h e n - T e i l c h e n - W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e n aus reel len P h o t o n - P h o t o n -
Q u e r s c h n i t t e n . Schlief i l ich h a t eine v e r w a n d t e M e t h o d e , das P a r t o n e n m o d e l l , E i n -
gang i n die T h e o r i e der H a d r o n e n gefunden. 
I n der T h e o r i e der Stofie v o n E l e m e n t a r t e i l c h e n spielt der Sto f iparameter i m 
a l lgemeinen keine Ro l l e , w e l l er eine zunachst n u r i m klassischen S inn verstandl i che 
Grofie i s t . D a die h e r k o m m l i c h e Quanten fe ld theor i e freie Te i l chen d u r c h ebene W e l -
len r e p r a s e n t i e r t , s ind diese i i ber den ganzen O r t s r a u m ausgeschmiert ; i n der T a t 
l a u f t j a jedes quantenmechanische Wel l enpaket auseinander. A t o m k e r n e , insbeson-
dere schwere, s ind aber nahezu klassische Tei l chen; i h r e Felder werden regelmafi ig 
als aufiere a n g e n o m m e n , u n d v i r t u e l l e Erzeugung v o n A t o m k e r n e n , e in echter Q u a n -
tenef fekt , sp ie l t ke ine Ro l le . Setzt m a n das Feld eines K e r n s als aufieres an , so h a t 
m a n schon i m A n s a t z e inen Sto f iparameter de f in ie r t . D i e S ' -Matr ixe l emente , die 
daraus berechnet w e r d e n , hangen n i c h t n u r v o n den I m p u l s e n der Te i l chen ab, son-
d e r n auch v o n i h r e m Sto f iparameter ; der sich ergebende Sto f iparameter -d i f f erent ie l l e 
W i r k u n g s q u e r s c h n i t t i s t die i n den I m p u l s e n der auslaufenden Te i l chen d i f f e rent i -
elle W a h r s c h e i n l i c h k e i t , be i e i n e m Stofi m i t e i n e m b e s t i m m t e n Sto f iparameter einen 
Prozefi auszulosen. 
Der Sto f iparameter w i r d i m Z u s a m m e n h a n g m i t der W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e -
thode v o n B e d e u t u n g , w e n n zentra le Stofie, die m i t s tarker W e c h s e l w i r k u n g ver-
b u n d e n s ind u n d e x p e r i m e n t e l l d u r c h die entsprechende Tei l chenerzeugung e rkannt 
w e r d e n , ausgeschlossen werden soUen, u m sich au f „saubere" per iphere Stofie zu be-
schranken [Sof89]. I m fo lgenden w i r d eine al lgemeine W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e t h o d e 
zur Berechnung v o n Sto f iparameter -d i f f erent ie l l en W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e n (das s ind 
Wahrsche in l i chke i t en ) hergele i tet . D a z u w i r d der al lgemeine Z w e i - P h o t o n e n - G r a p h 
m i t aufieren Felder b e n u t z t . Das Ergebnis s te l l t eine N a h e r u n g an diesen G r a p h e n 
dar u n d k a n n daher i m Sinne des vor igen K a p i t e l s als eine M u l t i p l i z i t a t ( i n n i e d r i g -
ster O r d n u n g der Storungstheor ie ) i n t e r p r e t i e r t werden . 
I I I . 4 . 1 W i r k u n g s q u e r s c h n i t t m i t r e e l l e n P h o t o n e n 
D e r K e r n der W e i z s a c k e r - W i l h a m s - M e t h o d e ist die A h n l i c h k e i t zwischen der Paar-
erzeugung i m aufieren Fe ld u n d der Paarerzeugung d u r c h reelle P h o t o n e n . W i r 
b e t r a c h t e n daher zunachst die E r z e u g u n g eines E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r s d u r c h zwei 
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reelle P h o t o n e n . N a c h den Feynman-Rege ln k a n n das i n v a r i a n t e M a t r i x e l e m e n t f i i r 
diesen Prozefi i n der F o r m 
M{hh;Pa) = {-ieft^^h^;f^r\uiU2;a) (104) 
geschrieben w e r d e n , wobe i m i t J^"'{u-ii02; a) a b k i i r z e n d der U b e r g a n g s s t r o m f i i r zwei 
reelle P h o t o n e n m i t den I m p u l s e n 
fci = ( u ; i , 0 , 0 , a ; i ) , = (0^2,0,0,-0^2) (105) 
bezeichnet i s t . D i e Po lar i sa t i onsvektoren der reellen P h o t o n e n w a h l e n w i r i n der 
senkrechten Ebene: 
e ^ - ( 0 , e x , 0 ) m i t e^ ^ ^  1. (106) 
Der U b e r g a n g s s t r o m erg ib t sich aus den be iden F e y n m a n - G r a p h e n F i g u r 111.5b; 
er ist f o r m a l ident i s ch m i t d e m oben e inge f i ihr ten U b e r g a n g s s t r o m J'^''{kik2; Pa), 
w e n n die P h o t o n e n v e k t o r e n w i e beschrieben gewah l t werden . 
D e n d i f ferent ie l l en W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e r h a l t m a n d a n n nach den al lgemeinen 
Regeln zur Berechnung v o n W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e n ( Q u a d r i e r e n des M a t r i x e l e m e n t s 
u n d D i v i d i e r e n d u r c h e inen F l u f i f a k t o r ) : 
^rr(, , , , ?(1)?(2). _ (1) (2) (1) (2) 
O<J0\
X J''{uiU2\)r'^'*iuj,U2; a) {2Tr)H\kr + k2 - P) 7 7 - 7 7 da 
(27r)4 
(107) 
(d ie late in ischen Indizes beziehen sich auf die senkrechte Ebene , laufen also n u r 
i iber d ie x- u n d y - K o m p o n e n t e der V e k t o r e n ) . Der t o t a l e W i r k u n g s q u e r s c h n i t t 
fur polarisierte Photonen e rg ib t sich nach I n t e g r a t i o n i i b e r den P h a s e n r a u m der 
auslaufenden Te i l chen dO, = da zu 
. ( c . „ a ; 2 ; r i ^ > r ; ^ ^ ) = - ^ e r ) . f . « 4 ? ) 
X J T\uJiUJ2;cx)J''^'*{u>iUJ2;a)da 
P={wi +W2,0,0,0)1 + 0 1 2 ) 
I n diesem A u s d r u c k l a u f t die I n t e g r a t i o n i i ber j enen T e i l des Phasenraums , der d e m 
G e s a m t - V i e r e r i m p u l s P = fci -f-^2 en t spr i ch t . Dieses I n t e g r a l h ier zeigt bere i ts grofie 
A h n l i c h k e i t m i t d e m i n n e r e n I n t e g r a l i n (77) . D i e Unterschiede l iegen i n der F o r m 
der Po lar i sa t i onsvektoren u n d d a r i n , dafi i n (77) die P h o t o n e n n i cht -verschwindende 
u n d insbesondere n i cht - ident i sche Transversa l impulse haben k o n n e n . 
Es i s t g u n s t i g , aus diesem A u s d r u c k die Po lar i sa t i onsvektoren abzuspa l ten . M a n 
schreibt d a n n 
a ( a , i , a , 2 ; e i ^ e f ) = . p > e f e.^^ef , - ' ^ ' ( u ; i , u ; 2 ) (109) 
m i t e iner tensor ie l len Grofie 
v''''''{u;r,iV2) = / f'{u;iiV2;a)J''^'*{u;iU2;a)da . (110) 
O0J^^V7 J P = { u ; i + 0 / 2 , 0 , 0 , 0 ) 
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A u s d e m T r a n s f o r m a t i o n s v e r h a l t e n dieser GroJle lassen sich Riickschli isse au f i h r e 
F o r m schliefien: D a der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t i n v a r i a n t u n t e r D r e h u n g e n der senk-
rechten Ebene i s t , k o n n e n w i r den e inen Po lar i sa t i onsvektor p a r a l l e l zur a;-Achse 
w a h l e n u n d den anderen d u r c h e inen W i n k e l (/? charakter i s i eren : 
e f ^ = ( l , 0 ) u n d = (cosv.,sin(/p). ( I l l ) 
D u r c h Einsetzen i n (109) findet m a n , dafi der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t d ie F o r m 
cr(a;i,tJ2; fp) = cos^ (p as{u}i,L02) + sin^ (p aps{u!-i,U2) (112) 
h a b e n m u f i ; d ie K o m b i n a t i o n s in (p cos if d a r f n i c h t a u f t r e t e n , da sie u n t e r der Spie-
ge lung If —(f n i c h t i n v a r i a n t i s t . B e n u t z t m a n Skalar- u n d V e k t o r p r o d u k t , u m 
die W i n k e l auszudr i i cken , so k a n n m a n auch schreiben 
oder, w e n n m a n die P o l a r i s a t i o n s v e k t o r e n herauszieht u n d die i n v a r i a n t e n z w e i d i -
mens iona len Tensoren zwei ter O r d n u n g 
K c — 
1 o^ J u f 9 i\, 
gebraucht , den A u s d r u c k 
r}'^''^'{ui,U2) = K ^ K / as{^i,U2) + «ps/Cp^s crps(a>i, ) . (115) 
D e r W i r k u n g s q u e r s c h n i t t setzt sich also a d d i t i v aus zwei A n t e i l e n m i t verschiedener 
Po lar i sa t i onsabhang igke i t z u s a m m e n , die jewei ls d u r c h eine M a t r i x gekennzeicht 
i s t . Der i i ber P o l a r i s a t i o n e n g e m i t t e l t e W i r k u n g s q u e r s c h n i t t l a u t e t schl ief i l ich 
a{ui,uj2) = ^ (116) 
as u n d aps geben dabei jewei ls den W i r k u n g s q u e r s c h n i t t be i para l le ler bzw . o r thogo -
naler P o l a r i s a t i o n der P h o t o n e n zueinander an. D i e Indizes S u n d PS beziehen sich 
darauf , dafi be i der E r z e u g u n g einzelner skalarer Te i l chen wie z .B . Higgs-Bosonen 
die be iden m o g l i c h e n Po lar i sa t i onsabhang igke i t en der E r z e u g u n g skalarer bzw . pseu-
doskalarer Te i l chen entsprechen. I n Fal le der Paarerzeugung ist keine solche Z u o r d -
n u n g m o g h c h , u n d die Po lar i sa t i onsabhang igke i t des W i r k u n g s q u e r s c h n i t t s ist eine 
M i s c h u n g . 
I I I . 4 . 2 W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - N a h e r u n g 
W i r k o m m e n n u n zur E i n f i i h r u n g der W e i z s a c k e r - W i l h a m s - N a h e r u n g m i t d e m Z i e l , 
die Paarerzeugungswahrsche inhchkei t (77) m i t d e m W i r k u n g s q u e r s c h n i t t (108) i n 
Z u s a m m e n h a n g zu b r i n g e n . A u f g r u n d der E r h a l t u n g des Ubergangss t roms J ^ " 
h^r''{hk2\Pa) = k2,r'{kik2]Pa) = 0 (117) 
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k o n n e n w i r seine z e i t a r t i g e n K o m p o n e n t e n d u r c h die r a u m a r t i g e n ausdr i i cken : 
(118) 
Wegen der gerad l in igen Bewegung der K e r n e g i l t k^/k^ = 1/?;, so daB 
D a die W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - N a h e r u n g f i i r 7 > 1 A n w e n d u n g f i n d e t , vernachlassigt 
m a n den zwe i ten u n d d r i t t e n S u m m a n d e n auf der rechten Seite, da diese zwei 
bzw. v i e r O r d n u n g e n i n 7 k le iner s ind als der erste. W e i t e r n i m m t m a n a n , dafi der 
U b e r g a n g s s t r o m i n d e m b e t r a c h t e t e n Bere ich n i c h t v o n k± a b h a n g t , u n d schreibt 
u(^)u(2)p'^(fcxA:2; a) ^ ^^^r{u,u,-a). (120) 
A u f der rechten Seite steht n u n der Ubergangss t rom f i i r reelle P h o t o n e n , w ie er auch 
i n (108) a u f t r i t t . I m O r t s r a u m g i b t der U b e r g a n g s s t r o m J'^''{x,x') d ie A m p l i t u d e 
da f i i r a n , dafi das Photonenfe ld an den O r t e n x u n d x' m i t d e m E l e k t r o n e n f e l d 
wechse lw i rk t . Is t der Ubergangss t rom i m I m p u l s r a u m v o m transversa len I m p u l s 
u n a b h a n g i g , so bedeutet dies, dafi er i m O r t s r a u m auf der z-Achse k o n z e n t r i e r t 
ist u n d die W e c h s e l w i r k u n g daher i m m e r bei der gleichen transversa len K o o r d i n a t e 
er fo lgt . Diese N a h e r u n g v e r b i i r g t also die M o g l i c h k e i t , die W e c h s e l w i r k u n g be i ver-
schiedenen Sto f iparametern u n a b h a n g i g voneinander zu b e h a n d e l n , w ie w i r spater 
sehen werden . 
D u r c h Einsetzen der gemachten N a h e r u n g i n (77) e r h a l t m a n den A u s d r u c k f i i r 
P{b) i n W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - N a h e r u n g : 
p . A ^ ^ f ^ ^ / d^fcix d^k2± d^qx ku ^ kw - qi' k2j' + qj' 
^ ^ ~ 2 y 27r 27r i (27r)2 (27r)2 (27r)2 ^ co^ U2 U2 
X : F i ( A ; i x , a ; i ) J^2(^2±,W2)^i(A;ix - qu<^i) ^2{k2L + ^± ,^2 ) 
X j J^^{ui(jj2\Ci)J''^'''{uiUJ2\a)da 
P=(wi +0)2 ,0,0,0) 
Das l e t z t e I n t e g r a l ist gemafi (110) 
T'{iOiU2\'^'*{uiU2\ da 
P=(u)i+0)2,0,0,0) 
^ ^ [l^'sl^'s Cr5(wi,Cc;2) + « P S « P S ^ P 5 ( ' ^ 1 , ' ^ 2 ) ) 
(121) 
(122) 
Dementsprechend setzt sich P{h) aus zwei S u m m a n d e n z u s a m m e n 
P{h)^Ps{b) + Pps{hl (123) 
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die sich n u r i n den M a t r i z e n K'^ u n d den dazugehorigen W i r l ^ u n g s q u e r s c h n i t t e n 
a^uji,U2) untersche iden . W i r berechnen zunachst Ps a l l gemein , ohne B e d i n g u n g e n 
a n die F o r m v o n K '^ Z U s te l len ; Pps e r h a l t e n w i r d a n n d u r c h Einsetzen v o n K'^ = f^^ps-
D e n I n d e x S an lassen w i r daher weg. 
D u r c h Einsetzen v o n (122) i n (121) e r h a l t m a n den A u s d r u c k f i i r die Paarerzeu-
gungswahrsche in l i chke i t i n We izsacker -WiUiams -Naherung . Es ist zweckmaf i ig , d ie 
tensor ie l len P h o t o n e n v e r t e i l u n g e n ( d . h . d ie jenigen Te l le , i n die n u r die Felder der 
K e r n e eingehen) herauszuziehen u n d zu schreiben: 
dcji duj2 4:Uiu>2 r> tl\f ^ ' ^ i du;2 4:UiUJ2 , . 
(124) 
(27r)2 ^-^^^-^'-n 
m i t der tensor ie l l en P h o t o n e n v e r t e i l u n g 
K\^{^x,u) = | ^ ^ „ ( f c „ a ; ) ^ : ( ^ ^ , - , - ' „ a ; ) ^ ^ ^ , (125) 
die e in M a f i f i i r d ie A n z a h l v o n Photonenpaaren i n einer b e s t i m m t e n P o l a r i s a t i o n 
zue inander d a r s t e l l t . D i e Sto f iparameterabhang igke i t r e s u l t i e r t auch hier aus einer 
F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n der P h o t o n e n v e r t e i l u n g e n bez i ig l i ch der Transversa l impulse 
der P h o t o n e n , u n d w i r werden i m nachsten A b s c h n i t t sehen, dafi dies i m O r t s r a u m 
auf e inen sehr anschaul ichen A u s d r u c k f i i h r t . 
I I I . 4 . 3 E i n f i i h r u n g d e r P h o t o n e n v e r t e i l u n g s f u n k t i o n 
U m den A u s d r u c k (124) i n eine bedeutend einfachere F o r m zu b r i n g e n , iso l ieren 
w i r zunachst die P h o t o n e n v e r t e i l u n g s f u n k t i o n ns{toi,uj2 \ die a n g i b t , w i e v i e l Pho -
tonenpaare mit der notigen (parallelen bzw. orthogonalen) Polarisation zueinander 
zur V e r f i i g u n g stehen. W i r setzen P(b) = Ps(b) + Pps(b) u n d 
Ps(b) = Jdcji dc<;2 as{uJi,uj2) ns{ojii,U2]b) (126) 
( m a n beachte , dafi i n den c j - I n t e g r a t i o n e n n i ch t d u r c h 27r d i v i d i e r t w i r d ) m i t der 
P h o t o n e n v e r t e i l u n g f i i r die paral le le P h o t o n e n p o l a r i s a t i o n 
ns{u„u2; b ) ^ ^ J ^ ^ K'i}{qx,u,)Kf^{-qx.^2) 4^''' ^'''-'^ • (127) 
u n d entsprechend 
Pps{b) = jda;ida;2 dps(<^i ,^2) "PS(0)1 ,0)2; 6) (128) 
m i t der P h o t o n e n v e r t e i l u n g 
np5(u ; i , c .2 ; ^) = ^ j ^ 2 / 4 ' ( 9 x , - i ) / i i ? ( - 9 x , - 2 ) 4s^^' e-^^-^- (129) 
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f i i r o r thogona le P h o t o n e n p o l a r i s a t i o n , die sich n u r i n den Indizes S u n d PS u n d 
entsprechend i n den G e o m e t r i e - M a t r i z e n K ' - ' unterscheiden. Diese A u s d r i i c k e lassen 
sich d u r c h F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r e n i n den O r t s r a u m vere infachen. W i r def inieren die 
F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n ( i n der senkrechten Ebene) der Kai d u r c h 
KiAxx,uj) ^ J ~ ^ Ku'{u,uj) e ' ' - - - (130) 
( w i r untersche iden die be iden Dars te l lungen n u r d u r c h i h r A r g u m e n t ; O r t s r a u m v e k -
t o r e n werden m i t x oder b bezeichnet, I m p u l s r a u m v e k t o r e n d u r c h k oder q ) . D i e 
P h o t o n e n v e r t e i l u n g i s t n u n die F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e eines P r o d u k t e s i m I m p u l s -
r a u m u n d w i r d daher i m O r t s r a u m zu einer F a l t u n g , d ie w i r w i e fo lgt schreiben: 
ns(cui,u ;2 ;6) = ^ 4 4 ' ' / ^ ' ^ ^ ^^^^^^ ' + 1^,^,). (131) 
U m die tensor ie l len P h o t o n e n v e r t e i l u n g e n Ku' i n den O r t s r a u m zu b r i n g e n , beno-
t i g t m a n die zweidimensionale F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e der P o t e n t i a l f u n k t i o n e n JF, 
n a m l i c h : 
^ ( ^ x , c . ) = T{ku^)e^'--'-. (132) 
D a m i t ist nach (125) 
Kuiu,^) = / ^ d V d V , ^ ( x i , c . ) ^ ( x l , u ; ) ^ ^ ^ ^^^^^ 
X exp | - i [{xx - x^) • kx - f x'^ • g l ) | . 
D i e f r e i v o r k o m m e n d e n ki u n d qi k o n n e n d u r c h A b l e i t u n g e n , d ie au f die E x p o n e n -
t i a l f u n k t i o n w i r k e n , ersetzt werden : 
1 \
M i t t e l s p a r t i e l l e r I n t e g r a t i o n lassen sich die D i f f e r e n t i a t i o n e n d a n n au f die J-
u m w a l z e n ; d ie I n t e g r a t i o n i i ber e rg ib t eine ^ - F u n k t i o n . D a m i t ist 
Ku'{qL,u) = d^xx {d,T){xxM {d,J'){xx,u) e-^'-^"- (135) 
u n d daher f i i r d ie F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e 
Ki,{xx,uj) = {diT){xx,u) {d,T){xx,u:). (136) 
Setzt m a n K ' ^ = Kg e i n , so e r h a l t m a n schlief i l ich 
ns{ujuu;2;b) = — ^ / d ^ x x \{Vx:Fi){xx - |6 ,u ; i ) • ( V x . F 2 ) ( f x + ^^^2) 
(137) 
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u n d entsprechend m i t (114) die P h o t o n e n v e r t e i l u n g f i i r den pseudoskalaren 
A n t e i l 
nps{uJui02]b) - --^ / d^xx f (VxJP- i ) ( xx - |6,cui) x ( V x ; S ) ( ^ i + | ^ ^ 2 ) ] ' . 
(138) 
Dai3 n i c h t n u r die Bet rage , sondern auch die R i c h t u n g der „Feldstaxken" (also der 
A b l e i t u n g e n der die Ro l l e der P o t e n t i a l e spielenden JT) e ingeht , ze igt , dai5 d ie Zvi^ei-
P h o t o n e n - V e r t e i l u n g auch v o n der Geometr i e ( d . h . , v o n Stol^parameter u n d K e r n r a -
dius) abhangen w i r d . F i i r den F a l l , dafi der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t keine A b h a n g i g k e i t 
v o n der P o l a r i s a t i o n der P h o t o n e n zeigt , f a l l t der geometrische T e r m gerade weg: 
ns{iOi,oj2;b)+ nps{uJi,U2;b) = 
^ / d V [ ( V x ^ i ) ( x x - | 6 , c u i ) ] ' [ ( V x . F 2 ) ( : ? x + |6,u ;2)] ' . 
D i e A b l e i t u n g e n der haben eine anschauhche B e d e u t u n g : T{X_L,I^) i s t eine ge-
mischte D a r s t e l l u n g v o n was den B e t r a g des e l ek t romagnet i s chen V i e r e r -
p o t e n t i a l s b e s t i m m t ; die Z e i t - E n e r g i e k o o r d i n a t e i s t i m E n e r g i e r a u m g e w a h l t , u n d 
die K o o r d i n a t e i n der senkrechten Ebene i m I m p u l s r a u m (die z - K o m p o n e n t e w i r d 
wegen der ^ - F u n k t i o n i m P o t e n t i a l n i c h t b e n o t i g t ) . 
iOii02'!T'' 
I I I . 4 . 4 Z u r i i c k f i i h r u n g a u f d i e E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g 
D i e h ier gefundene Z w e i - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g n{iOt,L02; b) la f i t sich i n eine Bez iehung 
zur E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g n{iOi;b) setzen, die m a n z .B . aus der A n n a h m e eines 
klassischen Feldes berechnen k a n n . D i e le tz tere ist gegeben d u r c h den A u s d r u c k 
Jac76 
n(u}] b) = 
UJ 
7r 
r ^ kx F ( ^ i + c . V 7 V ) 
J (27r)2 u kl+uyj^v^ 
(140) 
u n d g i b t a n , wiev ie le P h o t o n e n der Energ ie UJ i n e i n e m A b s t a n d |6| v o m K e r n -
m i t t e l p u n k t v o r h a n d e n s ind . Der zwischen den Betragss t r i chen stehende T e r m ist 
UJ dimensionslos , so dafi f i i r die D i m e n s i o n e n [n{u), b) 
d^n 
n{u,b) = 
d o d26 
g i l t . Dies i s t k o r r e k t , da 
(141) 
u n d [b] = l / [ a ; ] . n{uj,b) i s t n a t i i r l i c h v o n der R i c h t u n g v o n b u n a b h a n g i g . A n d e r e r -
seits ist d ie A b l e i t u n g v o n J^{xxi<^) 
V . ^ ( . . . . ) - Z e / g ^ £ | i ± i ^ , ^ . . - ' - . , U 2 ) 
J (2vr)^ k l -f-02/72^2 
Dieser V e k t o r ist p a r a l l e l z u xx', seine Lange ist 
V i . ? ^ ( f j L , o ) = 7rujn{uj;xx) (143) 
88 III. Berechnung der Multiplizitaten 
M i t diesen Beziehungen k a n n m a n die Z w e i - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g (137) so umschre i -
b e n , dafi sie n u r noch die E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n e n t h a l t : i m skalaren F a l l l a u t e t 
sie 
ns{u}i,uj2;b) = Jd^x_i n{u)i;x± - |6 )n ( o 2 ; xx -|- |6) 
\xx - |6| \x± + |6 
u n d entsprechend m i t e i n e m K r e u z p r o d u k t i m pseudoskalaren F a l l 
/ 
(144) 
npsiu}i,u:2; b) = J d^xx n ( a ; i ; x^ - |6) n{u2; x^ + lb) 
{S^-lb)x jx^ + lb) 
x± - \b\ + |6| ) 
(145) 
wobe i die E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n aus (140) zu berechnen s ind . D i e Zwe i -Pho -
t o n e n - V e r t e i l u n g ist also i m wesentl ichen e in P r o d u k t aus den E i n - P h o t o n e n - V e r t e i -
l u n g e n . D i e I n t e g r a t i o n spiegelt wieder , dafi der P u n k t , an d e m die W e c h s e l w i r k u n g 
s t a t t f i n d e t , i i b e r a l l i n der senkrechten Ebene l iegen k a n n ; es werden daher jeweils l o -
kale E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n m i t e i n a n d e r m u l t i p l i z i e r t ( F i g u r I I I . 8 ) . N e u is t der 
A u s d r u c k i n K l a m m e r n , der die mog l i chen W e c h s e l w i r k u n g s p u n k t e entsprechend der 
Geometr i e des Prob lems w i c h t e t . E r e n t s t a m m t aus der Po lar i sa t i onsabhang igke i t 
der e lementaren W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e u n d b e r i i c k s i c h t i g t die P o l a r i s a t i o n s r i c h t u n g 
der v i r t u e l l e n P h o t o n e n . W i r werden i m nachsten A b s c h n i t t sehen, dafi dies n u r 
f i i r d ie S to f iparameterabhang igke i t u n d n i ch t f i i r den ( i iber al le Sto f iparameter i n -
t e g r i e r t e n W i r k u n g s q u e r s c h n i t t ) v o n B e d e u t u n g i s t , denn die I n t e g r a t i o n i i ber den 
Sto f iparameter b e d i n g t auch eine M i t t e l u n g i iber die Po lar i sa t i onen . 
Der V o r t e i l v o n (144) hegt d a r i n , dafi die E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g i m Fal le eines 
P u n k t t e i l c h e n s a n a l y t i s c h bekannt i s t , n a m l i c h 
no(u;; b) = 
• fu^b\ 
Kl 
K 7 ) 






geht also w i e e ^/b gegen N u l l u n d s te l l t d a m i t die Konvergenz des In tegra l s f i i r grofie 
x±_ sicher. F i i r k le ine b d iverg ier t no{uj; b) wegen der A n n a h m e eines P u n k t t e i l c h e n s . 
I m Fal le eines ausgedehnten Teilchens m u f i das I n t e g r a l (140) n u m e r i s c h gelost 
w e r d e n . I n P o l a r k o o r d i n a t e n l a u t e t es 
-» UJ 
n{u}, b) = - J — 1T kl+u^/-fH^ 
( 48) 
wobe i ^ der W i n k e l zwischen b u n d k i s t . Zwischen den Bet ragss t r i chen steht e in 
V e k t o r , den w i r e x p l i z i t angeschrieben haben ; das I n t e g r a l ist also f i i r j ede K o m p o -
nente g e t r e n n t auszurechnen, die Ergebnisse s ind zu quadr ie ren u n d a u f s u m m i e r e n . 
III.4. Die Weizsa.c}<er-Willia,mS'Metliode mit Stoflparamefer 89 
F i g u r III.8: Zur Berechnung der Photonenver te i lung . Gezeigt ist die 
senkrechte ( x - y - ) E b e n e m i t den beiden Kernen u n d ein typischer P u n k t 
aus der I n t e g r a t i o n . Der B e i t r a g dieses Punktes erg ibt sich aus d e m W e r t 
der E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n der beiden Kerne an diesem P u n k t u n d 
d e m Q u a d r a t des Sinus bzw. Cosinus des W i n k e l s , den die O r t s v e k t o r e n 
an diesem P u n k t b i l d e n . 
I n der y - K o m p o n e n t e ist der I n t e g r a n d ungerade unter 4> —>• —<f) u n d verschwindet 
daher , es v e r b l e i b t 
n{u>, b) = — 
IT 
2 n f c i + a > V 7 V ) r- ^ ^ £ ^ ^ - i | 6 > x c o s 0 
Jo P. + ^ 2 / ^ 2 „ 2 
Das W i n k e l i n t e g r a l ist m i t t e l s der Besse l -Funkt ion 
Jo 
zu losen, u n d es e r g i b t sich 
n{u; b) = 
TT i: 
klF{kl+-u^h') 




u ki + Loy-f^ 
F i i r e inen gegebenen F o r m f a k t o r mnQ dieses Integra l numer isch gelost; die K o n v e r -
genz ist s ichergestel l t , w e n n der F o r m f a k t o r f i i r k oc schnell genug gegen N u l l 
geht , wie es f i i r ausgedehnte Ladungsver te i lungen der Fal l i s t . A l s F o r m f a k t o r e n 
verwenden w i r neben d e m F o r m f a k t o r Fpt{P) - 1 eines P u n k t t e i l c h e n s den einer 
homogen geladenen K u g e l 
^hcs(^-^) = (152) 
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m i t e i n e m Rad ius R = 7 . 107 fm u n d einen Gaufischen F o r m f a k t o r 
'2QI 
Fg(fc^) = e x p f - - ^ ) (153) 
) / 
m i t QQ = 60 M e V . 
B e i (151) h a n d e l t es sich i m wesentHchen u m das v o n e i n e m L o r e n t z - k o n t r a h i e r -
t e n K e r n erzeugte Fe ld , das i n der z - R i c h t u n g F o u r i e r - t r a n s f o r m i e r t i s t . W i r w o l l e n 
dies genauer untersuchen u n d b e t r a c h t e n zunachst den i n Bet ragss t r i chen stehenden 
T e i l v o n (140) : 
r d ^ ^ F ( g i + u ; V 7 V ) ^_r,.n, 
J (27r)2 u kl+ojy^H^ 
D e r F o r m f a k t o r i s t , w i e w i r gesehen haben , die F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e der Ladungs -
v e r t e i l u n g eines r u h e n d e n K e r n s : 
F{P) = j-Jd'xp{x)e-'-\) 
D i e L a d u n g s v e r t e i l u n g p{x) erzeugt e in P o t e n t i a l f e l d $ (a ; ) , dafi der Poisson-Gle i -
chung 
-V^^{x) = p{x) (156) 
geni ig t . D i e F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e des Potent ia l s hat daher gerade die Gesta l t 
± / d 3 x * ( x > - - ' - ^ ^ (157) 
h a t . Setzt m a n dies i n der F o r m 
kl+uy^^v^ ZeJ ^ ' ' ^ ^ 
wobe i der V e k t o r k = {k±,uj/^v) so angenommen w u r d e , dafi P = k^ + u"^/{•^'^v^) 
g i l t , i n (154) e i n , so e rg ib t sich 
^ / d 3 x * ( x ) e - . / - / | ^ J . e ' * ^ * - - ^ . . (159) 
Das I n t e g r a l i i b e r k± i s t d ie A b l e i t u n g einer 5 - F u n k t i o n u n d k a n n d u r c h p a r t i e l l e 
I n t e g r a t i o n gelost werden . Eingesetzt i n (140) l a u t e t die E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g 
n u n 
Z^e TTU) J 
F i g u r I I I . 9 deute t die I n t e r p r e t a t i o n dieses A u s d r u c k s an : D i e A n z a h l der P h o t o n e n 
der Energ ie u i n e i n e m A b s t a n d b ist p r o p o r t i o n a l zur F o u r i e r - K o m p o n e n t e 0/7 
des e lektr ischen Feldes V $ au f einer zur z-Achse para l le len Gerade, die i m A b s t a n d 
b v o n der z-Achse v e r l a u f t . Diese Loka l i s i e rung au f einer Gerade spiegelt wieder . 
Figur in.9: Die E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g n(a; , b) e rg ib t sich als Four ier -
T r a n s f o r m i e r t e der L a d u n g s v e r t e i l u n g i n z - R i c h t u n g . D i e Four ier -
T r a n s f o r m a t i o n ist d u r c h Wel l en l in i en angedeutet . 
da i i i n der W e i z s a c k e r - W i l h a m s - N a h e r u n g der U b e r g a n g s s t r o m auf der z - R i c h t u n g 
k o n z e n t r i e r t ist u n d d a m i t die verschiedenen W e r t e von b vone inander e n t k o p p e l t 
werden . 
Aus (160) lassen sich auch ohne K e n n t n i s der genauen L a d u n g s v e r t e i l u n g einige 
Schliisse ziehen. Zunachst geht i n den A u s d r u c k die transversale K o m p o n e n t e des 
e lektr ischen Feldes E = V $ e in . D a dieses r a d i a l nach aufien ze igt , zeigt es f i i r 6 = 0 
para l l e l zur z-Achse, so dafi die P r o j e k t i o n verschwindet ist u n d die Photonenver -
t e i l u n g a m U r s p r u n g gegen N u l l geht. 
We i t e re Erkenntnisse lassen sich d u r c h .A.usnutzen der K u g e l s y m m e t r i e des Pro -
blems e r h a l t e n : I n R a d i a l k o o r d i n a t e n l a u t e t die Po isson-Gle i chung a u f g r u n d der 
K u g e l s y m m e t r i e des Prob lems (156) 
1 d f 
r j,2 
Dies laf it sich sofort e i n m a l integr ieren : 
d 
$ ( r ) = p ( r ) . (161) 
dr 
u n d ist d e m elektr ischen Feld 
Hr)^-^^fdr'{r'Yp{r') (162) 
—• .-V 
W ( f ) = --7r-^{r] (163) 
r or 
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p r o p o r t i o n a l . V o n der L a d u n g s v e r t e i l u n g p{x) wissen w i r z u m i n d e s t , daB sie aufier-
h a l b des K e r n r a d i u s R verschwindet u n d auf die L a d u n g des K e r n s n o r m i e r t i s t : 
J d^x p{x) = 47r dr r^p{r) = Ze. (164) 
> R la f i t sich (162) daher in tegr i e ren u n d m a n findet 
V » ( J ) = -^JIJ, (165) 
also dafi bekannte e lektr ische Fe ld einer P u n k t l a d u n g , w i e es auch z u e r w a r t e n war . 
Dies g i l t f i i r jede bel iebige kuge l symmetr i s che lokal i s ier te L a d u n g s v e r t e i l u n g . D a r -
aus f o l g t , dafi auf ierhalb des K e r n r a d i u s die P h o t o n e n v e r t e i l u n g e n einer P u n k t l a d u n g 
u n d eines ausgedehnten K e r n s ident isch sein miissen. 
Der V e r l a u f der e lektr ischen Feldstarke i n n e r h a l b des K e r n s ist v o n der g e w a h l t e n 
F o r m der L a d u n g s v e r t e i l u n g abhangig . I m Falle einer homogen geladenen K u g e l , 
, . j po w e n n r < R nRRS 
^^- (^ ) = \  w e n n r > i ? ' ^^^^^ 
laf i t sich das Fe ld e x p l i z i t berechnen: 
^;f.c-'\ Z^e"^ ( r w e n n r < . . 
^ ' r 47r [ 1 / r^ w e n n r > R ^ ^ 
F i g u r I I I . I O zeigt diesen Feldstarkever lauf . D i e P h o t o n e n v e r t e i l u n g ist i n diesem 
F a l l le ider n i c h t m e h r ana ly t i s ch berechenbar. 
F i g u r I I I . 1 1 u n d F i g u r I I I . 1 2 zeigen die P h o t o n e n v e r t e i l u n g e n eines K e r n s m i t 
e i n e m Radius v o n ca. 7 f m , beschrieben d u r c h e inen F o r m f a k t o r i n F o r m einer Gauf i -
K u r v e m i t Qo = 60 M e V , bei 7 = 8000 u n d z u m Vergle ich die einer P u n k t l a d u n g . 
M a n sieht d e u t l i c h , dafi die Photonenzah l bei n iedr igen Energ i en m i t l/co skal ier t . 
Dies legt nahe, dafi das F o u r i e r - I n t e g r a l i n den Betragss t r i chen v o n (160) i n diesem 
Bere ich eine K o n s t a n t e i s t . A u f der anderen Seite b r i c h t das P h o t o n e n s p e k t r u m 
bei Energ ien i n der Gro f i enordnung 06/7 ab. H i e r w i r d der E x p o n e n t i a l f a k t o r i n 
(147) d o m i n a n t . D a die P h o t o n e n v e r t e i l u n g bei e inigen F e r m i i n b i h r M a x i m u m 
h a t , s ind die grosten ver f i igbaren Photonenenerg ien bei 7 = 8000 i m Bere i ch v o n 
10^ bis 10^ M e V . 
I n F i g u r I I I . 13 s ind die Pho tonenver te i lungen f i i r verschiedene F o r m f a k t o r e n 
m i t e i n a n d e r verg l i chen. Sie d ient zur D e m o n s t r a t i o n der U b e r e i n s t i m m u n g z w i -
schen d e m Gaufischen F o r m f a k t o r u n d d e m einer homogen geladenen K u g e l , wobe i 
der Gaufische F o r m f a k t o r den V o r t e i l der le i chten Berechenbarkei t h a t . A u f i e r h a l b 
des K e r n r a d i u s s ind alle dre i fast ident i sch ; die k le ine Dif ferenz zwischen d e m Gauf i -
schen F a k t o r u n d der P u n k t l a d u n g i n diesem Bereich k o m m t daher , dafi f i i r e inen 
Gaufischen F o r m f a k t o r die L a d u n g s v e r t e i l u n g ebenfalls G a u f i - F o r m h a t u n d jenseits 
des K e r n r a d i u s n i ch t verschwindet , was j edoch phys ika l i sch eher falsch i s t . Der 
Untersch ied m a r k i e r t also die Grenzen des Mode l l s . 
F i i r r = |x 
III.4. Die V V e i z s a c A - e r - W i i h a m s - A f e f h o c i e mit StoBparameter 93 
F i g u r III.iO: Der V e r l a u f der e lektrischen Feldstarke einer homogen ge-
ladenen K u g e l m i t Radius R u n d L a d u n g Ze. 
I I I . 4 . 5 V e r i f i k a t i o n d u r c h A u s i n t e g r i e r e n des S t o f i p a r a m e t e r s 
D u r c h I n t e g r a t i o n i i ber alle StoBparameter e rha l ten w i r die t o t a l e Photonenver te i -
l u n g f i i r skalare Po lar i sat ionsabhangigke i t 
= J d^xxd^x' j_ n{L0i,x^)n{uj2,x'j_) 
I n P o l a r k o o r d i n a t e n ist dieses I n t e g r a l 
^ f x • f'j^ y 
x±\\x. 
J d x x dx'j_ xxx ' j_ n ( u ; i , x x ) n ( o 2 , J d(l> J d({>' cos^{(f) — (f>'). 
Das W i n k e l i n t e g r a l laf i t sich m i t t e l s 
losen: 
r d<i>' cos\4> -<t>')^ I " dct>" cos' (f>"= r d<t>" cos' <t>" = 7r 
J--K J4>--n Jo 
r d<^ r d^' cos'i<l>-6') = 27r\ 
J—It J—ir 
D a m i t w i r d (168) zu 
ns{iOi,u32) — 2 7 r ^ y " d x x dx'^ xxx ' j_ n ( u . ' i , x x ) n ( c j 2 , a ' ' x ) 
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Photon distribution at t=8000 
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Figur I I I . l 1: D ie E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g bei 7 = 8000 als F u n k t i o n 
des Stof iparameters bei verschiedenen Energ ien . D i e gestr ichel te L i n i e 
zeigt die Photonenver te i lung einer P u n k t l a d u n g . 
wobei ausgenutzt w u r d e , dafi n ( a ; , x j . ) n i cht von der R i c h t u n g v o n Xx a b h a n g t . I m 
pseudo-skalaren Fal l steht i n (169) anstelle des Kos inus e in Sinus; das Ergebnis der 
I n t e g r a t i o n ist das gleiche. Der to ta le W i r k u n g s q u e r s c h n i t t ist d a n n gemafi (123) 
a = I {Ps{b) + Ppsib)) dH 
= y " ^ ^ ^ (ns(c^i,u;2)c^s(^'i,'^'2) + np5(oi ,a)2)<Tps(^i,t<' '2) ( l^S ) 
= jdu)iduj2 n{ijJi)n{LO2)(r{i0i,L02), 
wobei die Sto f iparameter - integr ier ten E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n d u r c h 
n(a;) = y d ' x x n(a; , 6) = 27r j n{Lo,b)bdb (174) 
de f in ier t s ind . A u f g r u n d des Ab fa l l s von n ( u ; , n ) m i t e"*/^ ' s t dieses I n t e g r a l i m 
unend l i chen konvergent ; a m U r s p r u n g d iverg ie r t es, wenn m a n die Photonenver -
t e i l u n g eines Punkt te i l chens einsetzt . D u r c h den F o r m f a k t o r w i r d der A n s t i e g der 
I I I . 4 . Die Weizsa,cl(er-Willia,ms-Metbode mit StoBparameter 95 
Photon distribution at t=8000 
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Figur I I I . 12: D ie E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g bei 7 = 8000 als F u n k t i o n 
der Energ ie bei den Sto l3parametern 1 f m , 10 f m u n d 100 f m i m doppe l -
l o g a r i t h m i s c h e n Mai3stab. D ie Skaherung m i t l / o ist d e u t h c h zu sehen. 
E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g a m U r s p r u n g u n t e r d r i i c k t u n d das I n t e g r a l konverg ie r t an 
be iden Grenzen . N i n u n t m a n den A u s d r u c k (140) u n d f i i h r t die I n t e g r a t i o n uber 
den Sto f iparameter d u r c h , e r h a l t m a n eine <5-Funktion u n d d a m i t den A u s d r u c k 
nH=JdHn{urb) = ^ J ^ , ^ ^ \ F ( k l + u y ^ ' ) ] \) 
D u r c h U b e r g a n g i n P o l a r k o o r d i n a t e n u n d Ersetzen von e'^/Ajr = a e rg ib t sich schliefi-
l i c h 
n{u) - Jdk. 
M i t F = 1 e r h a l t m a n e x a k t den A u s d r u c k aus §99 von fBer89 
(176) 
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Photon distribution at 7=8000 
b [fm] 
F i g u r 111.13: Vergleich der E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n f i i r eine P u n k t l a -
d u n g , einen Gaufischen F o r m f a k t o r u n d eine homogen geladene K u g e l . 
I I I . 4 . 6 E r g e b n i s s e 
Der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t f i i r die Paarerzeugung d u r c h zwei po lar i s i e r te P h o t o n e n 
la f i t sich [Bud75] entnehmen: Aus den dor t gegebenen Gro f ien 
1 - f 
TxT = cr|| — C T x 
IQ-Ka'm' 
[At + 2m'L) 
1 4m'\ 




m i t den Hil fsgrof ien 
At = s ' \ l -
4m2 
u n d Z = 21n 
2 m V 4m2 
- 1 (179) 
I I I . 4 . Die Weizsacker-Williams-Metbode mit StoBparameter 97 











D i e E i n - P h o t o n e n - V e r t e i l u n g e n w u r d e n gemal5 (151) d u r c h GauiJsche I n t e g r a t i o n 
berechnet ; es zeigte s ich, daiJ sie die e r w a r t e t e S t r u k t u r u n d insbesondere das Skalie-
r u n g s v e r h a l t e n h a b e n . D i e P h o t o n e n v e r t e i l u n g g ing bei R a d i e n , die n u r w e n i g grofier 
s ind als der angenommene K e r n r a d i u s , i n die P h o t o n e n v e r t e i l u n g eines P u n k t t e i l -
chens i i b e r . B e i sehr n i edr igen Energ ien zeigte sich d e u t l i c h eine Skal ierung m i t 1/w. 
D i e Ergebnisse dieser Berechnung w u r d e n i n F o r m eines S p l i n e - F i t s m i t 100 x 100 
P u n k t e abgespeichert u n d als E ingabe f i i r die nachfolgende Berechnung verwendet . 
F i i r n iedr ige Photonenenerg ien w u r d e m i t l/co ska l i er t , f i i r grofie f ie l die P h o t o n e n -
v e r t e i l u n g e x p o n e n t i e l l ab u n d w u r d e auf ierhalb des Sp l ine -F i t s abgeschni t ten , was 
phys ika l i sch n i c h t m e h r re levant w a r , w ie die Ergebnisse der M o n t e - C a r l o - I n t e g r a t i o n 
ze igten. F i i r A b s t a n d e grofier als 10 f m w u r d e die P h o t o n e n v e r t e i l u n g eines P u n k t -
tei lchens e ingesetzt , w i e es phys ika l i sch k o r r e k t i s t . D i e Ergebnisse des Sp l ine -F i t s 
w i c h e n i m a l lgemeinen n u r u m wenige P r o m i l l e , i m u n g i i n s t i g s t e n F a l l be i sehr k l e i -
nen W e r t e n u m wenige Prozent ab. Dies ist auch d a r a u f z u r i i c k z u f i i h r e n , dafi n i c h t 
i n sondern i n logcu ge f i t te t w u r d e , so dafi e in grofier Bere ich abgedeckt werden 
k o n n t e . 
D i e I n t e g r a l e (126) u n d (128) i n V e r b i n d u n g m i t (144) u n d (145) w u r d e n m i t t e l s 
des a d a p t i v e n M o n t e - C a r l o - P r o g r a m m s V E G A S [Lep78] berechnet . D a der e lementare 
Z w e i - P h o t o n e n - W i r k u n g s q u e r s c h n i t t n u r v o n der M a n d e l s t a m - V a r i a b l e s = AijJiUJ2 
a b h a n g t , w u r d e das In tegrat i onse lement gemafi 
dc j i ds m i t 0J2 = 
4uJi 
(182) 
umgeschr ieben . W e i t e r geht der e lementare W i r k u n g s q u e r s c h n i t t w i e I / 5 , so dafi 
l o g a r i t h m i s c h i n t e g r i e r t w u r d e , d .h . es w u r d e 
d5 = 5 d ( l n 5 ) (183) 
gesetzt. I m I n t e g r a l t r a g e n Photonenenerg ien to-i his i n den T e V - B e r e i c h be i (be i 
7 ~ 10000). D a der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t zur E l e k t r o n - P o s i t r o n - P a a r e r z e u g u n g erst 
be i 5 > Am' ^ 1 M e V ^ v o n N u l l verschieden ist ( u n d d o r t d a n n a m gro f i ten i s t ) , 
k a n n das zwei te P h o t o n Energ i en bis h i n u n t e r i n den e V - B e r e i c h haben . D i e Pho -
t o n e n v e r t e i l u n g ist i i b e r we i t e Strecken ungefahr l/u> p r o p o r t i o n a l , so dafi auch h ier 
l o g a r i t h m i s c h i n t e g r i e r t w u r d e . 
D i e I n t e g r a t i o n i i b e r die senkrechte Ebene w u r d e w i e f o lg t d u r c h g e f i i h r t : Be -
zeichnet m a n i h r e K o o r d i n a t e n m i t x u n d y , so l a u t e n die R a d i e n 
vi = ^Jx'^ + y2 - I - fe2/4 — bx u n d r2 = yjx^ + y'^ -\- 6^/4 4. bx (184) 
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u n d die G e o m e t r i e - F a k t o r e n 
G . = ^ i ± ^ i ± ^ u n d G,s = =^. (185) 
r i r 2 rir2 
Das I n t e g r a l i s t daher i n v a r i a n t u n t e r x ^ —x u n d y —y, u n d es gen i i g t , i i ber 
e inen Q u a d r a n t e n z u i n t e g r i e r e n . U m numerische Divergenzen zu v e r m e i d e n , i s t es 
n o t w e n d i g , d ie geometr ischen F a k t o r e n z .B . d u r c h P o l a r k o o r d i n a t e n (ri,</i>) u m das 
eine L a d u n g s z e n t r u m darzus te l l en , n a m l i c h gemafi 
G,= '-l±^^ u n d Gps = ^ ^ ^ . (186) 
r2 r2 
Diese A u s d r i i c k e d iverg ieren n u n auch n i c h t f o r m a l f i i r r i —> 0. D i e Ergebnisse 
der M o n t e - C a r l o - I n t e g r a t i o n ze igten, dafi bei sehr grofien A b s t a n d e n n u r e in k le iner 
Bere ich u m die M i t t e l p u n k t e der K e r n e b e i t r u g , so dafi ab e t w a 10^ f m i n Po larko -
o r d i n a t e n u m den M i t t e l p u n k t des einen K e r n s i n t e g r i e r t w u r d e . D i e I n t e g r a t i o n s -
grenzen i n a l ien I n t e g r a t i o n e n w u r d e n aus den K o n t r o U a u s d r u c k e n der a d a p t i v e n 
I n t e g r a t i o n u n d d u r c h V e r a n d e r n der Grenzen u n d Vergle ichen der Ergebnisse so 
angesetzt, dafi sie ke inen E i n f l u f i auf das Ergebnis h a t t e n . D i e Genau igke i t der 
M o n t e - C a r l o - I n t e g r a t i o n lag besser als 1 % , was auch d u r c h mehrfaches W i e d e r -
holen der Rechnung m i t verschiedenen Zufa l l szahlenre ihen i i b e r p r i i f t w u r d e . F i i r 
e inen P u n k t der gezeigten K u r v e lag die Rechenzeit be i e in igen Sekunden auf d e m 
RISC-Prozessor einer IBM R S / 6 0 0 0 - W o r k s t a t i o n u n d ebenso au f e i n e m IBM 3090-
M a i n f r a m e . 
D i e Ergebnisse zeigen auch schon bei C E R N - E n e r g i e n (200 G e V / N u k l e o n i m 
fixed target-System) hohe M u l t i p h z i t a t e n bei sehr k l e inen S t o f i p a r a m e t e r n . D ie er-
zeugten Paare haben aber wahrsche in l i ch noch r e l a t i v k le ine Energ ie i m Bere i ch v o n 
10-100 M e V [Dec91a], so dafi sie als exper imente l l e r H i n t e r g r u n d s u b t r a h i e r t werden 
k o n n e n . 
F i g u r 111.14 zeigt das Ergebnis der We izsacker -Wi l l i ams -Rechnungen . B e i k l e i -
nen S to f iparametern gehen die M u l t i p l i z i t a t e n f i i r den SSC (8 T e V / N u k l e o n ) u n d 
L H C (3.5 T e V / N u k l e o n ) i n die Tausende. D a r i i b e r h inaus fa l l en sie s tark ab u n d 
ermogl i chen es so, den Sto f iparameter aus der P a a r m u l t i p l i z i t a t zu b e s t i m m e n . A l -
lerdings s ind auch bei den gegenwart ig mog l i chen Energ ie v o n 10 G e V / N u k l e o n 
( C E R N - S P S ) , entsprechend 200 G e V / N u k l e o n i m fixed target-System, hohe M u l t i -
p l i z i t a t e n zu e r w a r t e n ; die Energ ien der erzeugten Paare l iegen aber wahrsche in l i ch 
n u r be i e inigen 10 bis 100 M e V [Ber88, DecOla] . Z u m Vergle ich is t i n F i g u r 111.15 
die K u r v e eingezeichnet, die der Naherungs fo rme l aus [Ber88] e n t s p r i c h t . Diese 
N a h e r u n g basiert au f einer Berechnung m i t S o m m e r f e l d - M a u e - W e l l e n f u n k t i o n e n i n 
erster O r d n u n g der Storungstheor ie . D i e A b w e i c h u n g ist auch bei grofien A b s t a n d e n 
r e l a t i v grof i , was wahrsche in l i ch auf die s tarken N a h e r u n g e n i n der A b l e i t u n g der 
ana ly t i s chen F o r m e l zur i i ckgeht . 
D u r c h I n t e g r i e r e n i i b e r den Sto f iparameter w u r d e der G e s a m t w i r k u n g s q u e r -
s c h n i t t f i i r d ie E l e k t r o n - P o s i t r o n - E r z e u g u n g i n U r a n - U r a n - S t o f i e n berechnet . F i -
gug I I I . 16 zeigt die f i i r verschiedene Kol l i s ionsenerg ien berechneten W e r t e i m Ver -
gle ich m i t F o r m e l (2.3.11) aus [Ber88] , d ie die gle ichen Resu l ta te l i e fer t w ie die 
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Figur 111.14: D ie StelJparameter-abhangige Paarerzeugungswahrschein-
hchke i t bei verschiedenen Kolhsionsenergien u n d k l e i n e n Stof iparame-
t e r n . D ie ko lhd ierenden K e r n e s ind U r a n [Z—92). 
R a c a h - F o r m e l [ B u d 7 5 ] , sowie m i t einer numerischen Rechnung nach der Weizsacker-
W i l l i a m s - M e t h o d e u n t e r E inbez iehung der F o r m f a k t o r s des Kerns . D i e d u r c h I n t e -
gr ieren i i b e r den Sto f iparameter gewonnenen D a t e n s t i m m e n m i t den D a t e n der 
( s t o f iparameter in tegra len ) We izsacker -WiUiams-Methode i i b e r e i n ; die A b w e i c h u n g 
ist d a r a u f z u r i i c k z u f i i h r e n , dafi der s to f iparameterdi f ferent ie l le W i r k u n g s q u e r s c h n i t t 
be i grofien S to f iparametern sehr k l e i n w i r d u n d d a m i t schwer zu berechnen i s t . D ie 
Di f ferenz zur R a c a h - F o r m e l ist i iberraschend grof i , was eventue l l auf die verschiedene 
B e h a n d l u n g der F o r m f a k t o r e n oder das Abschneiden bei k le inen Sto f iparametern 
z u r i i c k z u f i i h r e n i s t . D ie aus der W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e t h o d e abgeleitete Forme l 
v o n L a n d a u u n d L i f s h i t z [Ber89] l iegt zwischen den be iden K u r v e n . 
Higgs-Bosonen-Erzeugung 
Z u r V e r i f i k a t i o n des P r o g r a m m s w u r d e n die Rechnungen aus [Vid91] zur Erzeugung 
v o n Higgs-Bosonen w i e d e r h o l t . D ie Berechnungen w u r d e n d o r t p r i n z i p i e l l nach der 
gle ichen M e t h o d e d u r c h g e f i i h r t , wie sie hier vorgestel l t w u r d e ; a l lerd ings w u r d e 
100 in. Berechnung der Multiplizitsiten 
Figur I I I . 15: Vergleich zwischen der bei 8 T e V / N u k l e o n u n d 100 
G e V / N u k l e o n Koll isionsenergie berechneten Paarerzeugungswahrschein-
l i chke i t (durchgezogene L in ie ) u n d der sich aus der N a h e r u n g s f o r m e l 
(2.3.10) i n [Ber88] ergebenden K u r v e . 
darau f verz i chte t , die Photonenverte i lungen e x p l i z i t zu iso l ieren, so dafi zwei I n t e -
g r a t i o n e n mehr auszuf i ihren waren , daf i i r aber keine S p l i n e - I n t e r p o l a t i o n e n b e n o t i g t 
w u r d e n . Der W i r k u n g s q u e r s c h n i t t f i i r die Erzeugung eines Higgs-Bosons der Masse 
rriH h a t die F o r m 
a^^^nis) ^—TH^-ffSis - m]j) (187) 
m i t der Zerfa l lsbre i te TH-.fi des Higgs-Bosons i n zwei P h o t o n e n , die e x p l i z i t be-
rechenbar i s t . D i e 6 - F u n k t i o n i n 5 = 4:U>ILO2 geht auf die Tatsache z u r i i c k , dafi 
n u r e in einzelnes Tei lchen erzeugt w i r d . Je n a c h d e m , ob das Higgs -Te i l chen skalar 
oder pseudoskalar angenommen w i r d , t ragen jewei ls n u r para l le le bzw. or thogona le 
Po lar i sat ionen der Photonen zueinander be i . Gemafi (116) l a u t e n die p o l a r i s i e r t e n 
W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e dann 
as = 2a, aps = 0 (skalare Higgs -Bosonen) , 
as = 0, aps — 2a (pseudoskalare Higgs-Bosonen) . 
(188) 
(189) 
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Figur I I I . 16: Der t o ta l e W i r k u n g s q u e r s c h n i t t zur Erzeugung von E lek -
t r o n - P o s i t r o n - P a a r e n i n U r a n - U r a n - K o l l i s i o n e n i n A b h a n g i g k e i t von d e m 
7 - Wert i m collider-System. D i e durchgezogene L i n i e wurde aus einer 
s t o f iparameter in tegra len W e i z s a c k e r - W i l l i a m s - M e t h o d e gewonnen, die 
g e p u n k t e t e aus [Ber88] . D ie P u n k t e s ind d u r c h I n t e g r a t i o n der hier ge-
fundenen s to f iparameterdi f ferent ie l len W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e berechnet . 
D i e I n t e g r a t i o n e n w u r d e n wie oben beschrieben u n t e r Weglassung der ^ - I n t e g r a t i o n 
d u r c h g e f i i h r t ; die Zer fa l l sbre i te des Higgs-Bosons w u r d e m i t d e m gleichen P r o g r a m m 
w i e [V id91] berechnet . D i e Wahrsche in l i chke i ten P{b) w u r d e n gemafi 
da-
db 
= 27r6P(6) (190) 
a u f den Sto f iparameter -d i f f erent ie l l en W i r k u n g s q u e r s c h n i t t , wie er i n [ V i d 9 l ] ge-
b r a u c h t w i r d , umgerechnet . F i g u r I I I . 17 u n d F i g u r I I I . 18 zeigen das Ergebnis der 
Berechnungen f i i r Kol l i s ionsenergien von 3.5 T e V / N u k l e o n u n d 8 T e V / N u k l e o n . 
E n t s p r e c h e n d [Vid91] w u r d e die Masse des Higgs-Bosons u n d des T o p - Q u a r k s , die 
f i i r d ie Berechnung der Zer fa l l sbre i te v o n B e d e u t u n g i s t , m i t 100 G e V angenom-
m e n . D i e durchgezogenen L i n i e n zeigen die Ergebnisse f i i r skalare Higgs-Bosonen, 
w e n n der F o r m f a k t o r des Kerns als homogen geladene K u g e l m i t e inem Radius von 
102 in. Berechnung der Multiphzitaten 
7.107 f m angesetzt w u r d e , die gestrichelten L i n i e n die entsprechenden Ergebnisse 
f i i r e inen Gaufischen F o r m f a k t o r m i t Qo = 60 M e V , u n d die p u n k t i e r t e K u r v e i n 
F i g u r I I I . 18 das Ergebnis f i i r pseudoskalare Higgs-Bosonen u n t e r V e r w e n d u n g des 
F o r m f a k t o r s einer homogen geladenen K u g e l . D ie ver f i igbaren Vergleichswerte aus 
V id91 ] s ind jeweils als P u n k t e eingezeichnet und zeigen eine ausgezeichnete Uber -
e i n s t i m m u n g . 
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Figur I I I . 17: Der Stof iparameter-di f ferentie l le W i r k u n g s q u e r s c h n i t t f i i r 
die Erzeugung skalarer Higgs-Bosonen der Masse 100 G e V f i i r eine K o l -
l i s ion m i t 8 T e V / N u k l e o n . (a) durchgezogen: F o r m f a k t o r einer homogen 
geladenen K u g e l m i t Radius 7.107 f m , (b) gestr ichel t : Gaufischer F o r m -
f a k t o r m i t Qo = 60 M e V . P u n k t e : Vergleichswerte aus [ V i d 9 1 . 
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Figur in. 18: Der StoBparameter -d i f ferent ie l le W i r k u n g s q u e r s c h n i t t f i i r 
d ie E r z e u g u n g von Higgs-Bosonen der Masse 100 G e V f i i r eine Ko lHs ion 
m i t 3.5 T e V / N u k l e o n . (a) durchgezogen: skalares Higgs -Boson . F o r m -
f a k t o r einer homogen geladenen K u g e l m i t Radius 7.107 f m , (b ) p u n k -
t i e r t : pseudoskalares Higgs-Boson, F o r m f a k t o r wie bei ( a ) , (c) ges t r i -
che l t : skalares Higgs-Boson, Gaufischer F o r m f a k t o r m i t QQ = 60 M e V . 
P u n k t e : Vergle ichswerte aus [ V i d 9 1 . 
Kapitel IV 
Paarerzeugung im P h a s e n r a u m 
IV.l Die Phasenraum-Formulierung der Quantenmechanik 
D i e E n t w i c k l u n g einer P h a s e n r a u m - F o r m u l i e r u n g der Q u a n t e n m e c h a n i k entsprang 
aus d e m Versuch , die A u s w i r k u n g e n der Q u a n t i s i e r u n g auf e in thermodynamisches 
System zu verstehen. Sie w u r d e von der V o r s t e l l u n g g e f i i h r t , anstel le der Schrod in -
gerschen W e l l e n f u n k t i o n i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m eine W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g 
i m P h a s e n r a u m zu setzen, w ie sie grundlegend f i i r die F o r m i i l i e r u n g der s tat i s t i schen 
M e c h a n i k i s t . E i n e P h a s e n r a u m - F o r m u l i e r u n g laBt den klassischen L imes deut l i cher 
zutage t r e t e n als die We l l enmechan ik , da eine W a h r s c h e i n l i c h k e i t s v e r t e i l u n g i m Pha -
senraum i m Gegensatz zu einer W e l l e n f u n k t i o n auch eine klassische I n t e r p r e t a t i o n 
h a t . D u r c h e in besseres Vers tandnis dieses Grenzfal ls vere infacht sich n i c h t n u r die 
Berechnung v o n Observablen i n hochenergetischen StoBen, wo schon heute v ie l fach 
klassische u n d semiklassische M e t h o d e n aus der H y d r o d y n a m i k , T r a n s p o r t t h e o r i e 
u n d M o l e k u l a r d y n a m i k angewandt werden , sondern es b i e t e n sich auch E i n b l i c k e i n 
die Zusammenhange zwischen der H i l b e r t r a u m - S t r u k t u r der Q u a n t e n m e c h a n i k u n d 
der geometr ischen S t r u k t u r der klassischen M e c h a n i k , w ie sie i h r e n A u s d r u c k i m 
kanonischen Formal i smus [Arn78] f indet . 
I m Z u s a m m e n h a n g m i t der Paarerzeugung t r a t die P h a s e n r a u m - F o r m u l i e r u n g 
zunachst i n der s tat is t i schen B e h a n d l u n g v o n Q u a n t e n f e l d e r n bei hohen Tempe -
r a t u r e n , w ie sie i n hochenergetischen TeilchenstoBen a u f t r e t e n , i n Ersche inung . 
E r s t k i i r z l i c h w u r d e sie zur U n t e r s u c h u n g der S t r u k t u r des V a k u u m s angewandt 
Bia91] i n der H o f f n u n g , e in tieferes Vers tandnis des grundlegenden Paarerzeu-
gungsmechanismus z u f inden . I m folgenden w i r d diese M e t h o d e , Paarerzeugung 
z u beschreiben, e inge f i ihr t . D a z u w i r d zunachst die P h a s e n r a u m - F o r m u l i e r u n g der 
n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n Q u a n t e n m e c h a n i k d i s k u t i e r t , u m danach die D a r s t e l l u n g des 
K le in -Gordon -Fe ldes i m R a h m e n der sogenannten gleichzeitig en Wigner-Funktion 
vorzuste l l en . 
r V . 1 . 1 D i e W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e 
D i e W i g n e r - F u n k t i o n w u r d e u r s p r i i n g l i c h als P h a s e n r a u m d a r s t e l l u n g eines q u a n -
tenmechanischen Zustands en twi cke l t , u m Q u a n t e n k o r r e k t u r e n z u m t h e r m o d y n a -
mischen Gle ichgewicht zu berechnen [ W i g 3 2 ] . D i e folgende D a r s t e l l u n g l e h n t sich 
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an den R e v i e w - A r t i k e l v o n H i l l e r y , O ' C o n n e l l , Scul ly u n d W i g n e r [Hi l84] an . I m 
L i c h t der i m nachsten A b s c h n i t t fo lgenden A n w e n d u n g auf das K l e i n - G o r d o n - F e l d 
w i r d besonderer W e r t au f die A b l e i t u n g eines auf bel iebige quantenmechanische Sy-
steme anwendbaren F o r m a l i s m u s i n F o r m eines P h a s e n r a u m k a l k i i l s gelegt, das d e m 
n i c h t k o m m u t a t i v e n O p e r a t o r k a l k i i l der Q u a n t e n m e c h a n i k entspr i ch t . 
D i e folgende Diskuss ion der n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n W i g n e r - F u n k t i o n k a n n i n be-
l i eb ig d imens iona len K o n f i g u r a t i o n s r a u m e n , deren D i m e n s i o n m i t D bezeichnet i s t , 
angesiedelt werden . D e r V e k t o r c h a r a k t e r der Gr6i3en ist n i c h t e x p l i z i t d u r c h e inen 
V e k t o r p f e i l gekennzeichnet ; al le V e k t o r e n s ind D - d i m e n s i o n a l e V e k t o r e n . Das Vek -
t o r p r o d u k t w i r d d u r c h e inen P u n k t angezeigt. 
Definition und Eigenschaften 
D i e v o n W i g n e r bere i ts 1932 [Wig32] angegebene E n t s p r e c h u n g zwischen H i l b e r t -
r a u m - O p e r a t o r e n u n d P h a s e n r a u m - F u n k t i o n e n ist d u r c h die folgende Bez iehung ge-
geben: J e d e m O p e r a t o r A w i r d eine P h a s e n r a u m - F u n k t i o n P^, die Wigner-Trans-
formierte 
P^{q,p) = J d^y {q - ly\A\q + ^y) (1) 
zugeordnet . Setzt m a n f i i r den O p e r a t o r A eine D i c h t e m a t r i x p eines quantenmecha-
nischen Systems e i n , so e r h a l t m a n , w ie w i r sehen werden , eine P h a s e n r a u m f u n k t i o n , 
die i n gewissen Grenzen als Wahrsche in l i chke i t sver te i lung i n t e r p r e t i e r t werden k a n n . 
E i n e m re inen Z u s t a n d m i t der D i c h t e m a t r i x p = entspr i cht insbesondere die 
P h a s e n r a u m d i cht e 
P{q.p) ^ PAq.p) ^ P'M.p) = jd^y r{q + - \y) e''-''\) 
(Der zu einer P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g gehorende O p e r a t o r oder re ine Z u s t a n d ist als 
I n d e x angeschrieben; f e h l t er, so i s t P{q,p) = Pp{q,p)). Diese A b b i l d u n g z w i -
schen W e l l e n f u n k t i o n e n u n d P h a s e n r a u m d i c h t e n ist n i c h t e x a k t u m k e h r b a r , denn 
e in Phasenfaktor geht ve r l o ren . T r o t z d e m lassen sich alle quantenmechanischen 
Observablen auch aus der W i g n e r - F u n k t i o n berechnen; der I n f o r m a t i o n s v e r l u s t ge-
schieht n i c h t i n der W i g n e r - T r a n s f o r m a t i o n , sondern i m U b e r g a n g zur D i c h t e m a t r i x . 
W i g n e r [Wig79 ] u n d spater O ' C o n n e l l u n d W i g n e r [ O C o S l ] haben gezeigt, dafi diese 
W a h l der T r a n s f o r m a t i o n die einzige i s t , die jeder D i c h t e m a t r i x eine Phasenraumver -
t e i l u n g m i t den aus der klassischen P h y s i k zu e r w a r t e n d e n Eigenschaften zuordnet . 
Diese Eigenschaften einer e i n e m re inen oder gemischten Z u s t a n d entsprechenden 
P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g Pp{q,p) = P{q,p) s ind i m einzelnen [ H i l 8 4 ] : 
1 . P{q,p) i s t ree l l . Sie laf i t sich insbesondere als E r w a r t u n g s w e r t eines selbst-
a d j u n g i e r t e n Operators ]\d{q,p) schreiben: 
P{q,p) = {m{q,pm. (3) 
Diesen O p e r a t o r Iid(q,p) k o n n t e m a n also als Observab len -Operator der P h a -
s e n r a u m d i c h t e i n t e r p r e t i e r e n . W i r werden noch sehen, dafi P(q,p) auch nega-
t i v e W e r t e a n n e h m e n k a n n , so dafi dies n i c h t ganz r i c h t i g i s t . 
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2. Oris- und Impulsraumverteilung. I n t e g r i e r t m a n die P h a s e n r a u m f u n k t i o n 
i i b e r die O r t s - oder die I m p u l s k o o r d i n a t e n , so e r h a l t m a n dieselbe W a h r -
sche inhchke i tsver te i lung i m O r t s - oder I m p u l s r a u m , die m a n auch aus der 
W e l l e n f u n k t i o n errechnet : 
( 2 7 r ) - ^ / dpP{q,p) = {q\p\q) = \rPiq)\' (4) 
i27r)-^JdqP{q,p) = {p\p\q) (5) 
U m ersten F a l l f o lg t dies d i r e k t aus (1 ) , da die p - I n t e g r a t i o n der E x p o n e n t i -
a l f u n k t i o n eine 6 - F u n k t i o n i n y e r g i b t . D e n zwe i ten F a l l e r h a l t m a n , i n d e m 
m a n i n das M a t r i x e l e m e n t i n (1) auf be iden Seiten den vo l l s tand igen Satz der 
Impulse igenzustande e inschiebt . P{q,p) i s t n o r m i e r t : 
( 2 7 r ) - ^ / d p d ^ P ( 5 , p ) = T r ( p ) = l . (6) 
3. Galilei-Invarianz. G a l i l e i - T r a n s f o r m a t i o n e n sowie Z e i t - u n d R a u m s p i e g e l u n -
gen des Zustandes tp (also ip{q) —> il){q-\-a), tp{q) —> •il){—q)) i i b e r t r a g e n sich i n 
der i i b h c h e n Weise au f die P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g (also P{q,p) P{q a,p), 
P{<ltP) P{~(liP))-, ^T^d ebenso i m I m p u l s r a u m , d .h . aus tl:{q) e'^^'''^^^xf>{q) 
f o lg t P{q,p) ^ P{q,p-p') u n d aus ij{q) ^ r{q) folgt P{q,p) P{q,-p). 
I n m a t h e m a t i s c h e n W o r t e n , die G r u p p e der G a l i l e i - T r a n s f o r m a t i o n e n i m H i l -
b e r t r a u m w i r d auf die G a l i l e i - T r a n s f o r m a t i o n e n i m P h a s e n r a u m abgebi ldet . 
4. Freie Bewegungsgleichung. Der Schrod inger -Gle i chung f i i r die freie Bewegung 
entspr i cht i m P h a s e n r a u m die freie L i o u v i l l e - G l e i c h u n g 
dt mdq' ^ ^ 
Diese Bed ingungen legen bereits die F o r m der W i g n e r - T r a n s f o r m a t i o n fest. 
A n s t e l l e der l e t z t e n k a n n auch die folgende Eigenschaft zur B e d i n g u n g gemacht 
werden . 
5. Skalarprodukt. Das S k a l a r p r o d u k t i m H i l b e r t r a u m ist d u r c h den U b e r l a p p i m 
P h a s e n r a u m rea l i s ier t : 
J d'^qriqmq) ' = ( S T T ^ ) - ' ^ / d ' ' q d ' ' p P ^ { q , p ) P ^ { q , p ) . (8) 
M a n e rkennt dies l e i cht , w e n n m a n i n die rechte Seite dieser Gle i chung den 
A u s d r u c k (2) e insetzt . A u c h hier geht e in Phasenfaktor v e r l o r e n , so dafi n u r 
das B e t r a g s q u a d r a t des Ska larproduktes aus der P h a s e n r a u m f u n k t i o n berech-
net werden k a n n . D u r c h diese Bez iehung w i r d die S t r u k t u r des H i l b e r t r a u m s 
auf den P h a s e n r a u m u b e r t r a g e n , was zwei schwerwiegende Konsequenzen h a t . 
IV.l. Die Phasenraum-Formulierung der Quantenmechanik 107 
• B e t r a c h t e t m a n (f){q) = ^ ( g ) , so g i l t , da ^ als physikaHscher Z u s t a n d 
n o r m i e r t sein m u f i , 
Jd''qd^p[P4q.p)]' = {2rnr^. (9) 
E i n e quantenmechanisch reahsierbare P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g m u f i also 
q u a d r a t i n t e g r a b e l sein. Insbesondere s ind 5 - F u n k t i o n e n als D i s t r i b u t i o -
nen n i c h t m i t e i n a n d e r m u l t i p l i z i e r b a r u n d daher n i c h t q u a d r a t i n t e g r a b e l : 
B e t r a c h t e t m a n eine P h a s e n r a u m - V e r t e i l u n g i n F o r m einer ^ - F u n k t i o n , 
P{q,p) = S''{q-qo)6''{p-po), (10) 
so g i l t 
Jd^qd^p[P4q,p)f = 6(0)6(0), (11) 
eine u n d e f i n i e r t e Grofie . E i n e r auf e inen P u n k t k o n z e n t r i e r t e n Phasen-
r a u m v e r t e i l u n g , die den P u n k t t e i l c h e n - L i m e s der klassischen P h y s i k dar -
s t e l l t , en t spr i ch t also keine quantenmechanische D i c h t e m a t r i x , sondern 
e in n i c h t n o r m i e r b a r e r H i l b e r t r a u m v e k t o r (der nach D e f i n i t i o n n i c h t e x i -
s t i e r t ) . A u f diese A r t u n d Weise w i r d die Heisenbergsche Unschar fere la -
t i o n e n i m P h a s e n r a u m rea l i s ier t . 
• S i n d (j) u n d ip o r t h o g o n a l , so g i l t 
j d^qd^pP^(q,p)P^(q,p)=0. (12) 
A l s o k o n n e n n i c h t alle P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g e n , die r e inen Z u s t a n d e n 
entsprechen, i i b e r a l l p o s i t i v sein. O b w o h l diese Eigenschaft eine I n t e r -
p r e t a t i o n v o n P(q,p) als echte Wahrsche in l i chke i t sd i ch te i m P h a s e n r a u m 
v e r h i n d e r t , f o lg t sie bere i ts aus den ersten be iden oben z i t i e r t e n E i -
genschaften u n d d a m i t d i r e k t aus der quantenmechanischen S t r u k t u r , 
n a m l i c h d e m H i l b e r t r a u m . Es sei aber daran e r i n n e r t , dafi P(q,p) auf-
g r u n d der Heisenbergschen Unschar fere la t i on n i c h t an e i n e m P u n k t e , son-
d e r n i i b e r e in kleines P h a s e n r a u m v o l u m e n gemessen w i r d , so dafi negat ive 
W e r t e v o n P(q,p) durchaus n i c h t s toren , solange sie be i M i t t e l u n g i i b e r 
e in klassisches P h a s e n r a u m v o l u m e n (also eines, das grofier ist als %) aus-
g e m i t t e l t werden . 
Diese Eigenschaften machen es p laus ibe l , die W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e einer D i c h -
t e m a t r i x als eine Wahrsche in l i chke i t sd i ch te i m P h a s e n r a u m zu b e t r a c h t e n . D i e D y -
n a m i k v o n P(q,p) w i r d d u r c h die Heisenbergsche Bewegungsgle ichung 
znp = [H,p] (13) 
m i t d e m H a m i l t o n - O p e r a t o r H b e s t i m m t . Ubl icherweise k a n n m a n n u n diese G l e i -
chung i n die Z e i t a b l e i t u n g v o n (1) einsetzen u n d daraus eine F lu f i g l e i chung i m P h a -
senraum a b l e i t e n . W i r werden au f diesen W e g verz i chten u n d die Heisenbergsche 
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Bewegungsgle ichung d i r e k t i n den P h a s e n r a u m „i ibersetzen", d . h . , w i r werden aus-
n u t z e n , dafi eine E ins - zu -E ins -Bez iehung zwischen O p e r a t o r e n u n d P h a s e n r a u m -
f u n k t i o n e n besteht u n d so jede O p e r a t o r g l e i c h u n g (wie es die Schrod inger -Gle i chung 
f i i r d ie D i c h t e m a t r i x i s t ) einer Phasenraumgle i chung aquiva lent i s t . U m z u dieser 
Uberse tzung z u gelangen, m u f i m a n 
• a l ien O p e r a t o r e n i h r e P h a s e n r a u m f u n k t i o n e n gemafi (1) z u o r d n e n u n d 
• der M u l t i p l i k a t i o n v o n O p e r a t o r e n entsprechend eine n i c h t - k o m m u t a t i v e M u l -
t i p h k a t i o n i m P h a s e n r a u m e i n f i i h r e n . 
D a die W i g n e r - T r a n s f o r m a t i o n l inear u n d z e i t u n a b h a n g i g i s t , l a u t e t die aus der 
Schrod inger -Gle i chung folgende Phasenraumgle i chung d a n n 
dP i 
-Q^{<l^v) = -lP[Hd^^P)- (14) 
A u f der rechten Seite s teht die d e m K o m m u t a t o r des H a m i l t o n - O p e r a t o r s m i t der 
D i c h t e m a t r i x entsprechende P h a s e n r a u m f u n k t i o n . W i r werden i m fo lgenden A b -
s c h n i t t die n o t i g e n H i l f s m i t t e l zu ihrer Berechnung bere i t s te l l en . 
Observable aus der Wigner-Funktion 
W e n n auch die W i g n e r - F u n k t i o n n i ch t d i r e k t als Wahrsche in l i chke i t sd i ch te i n t e r -
p r e t i e r t werden k a n n , so lassen sich quantenmechanische Observable m i t t e l s der 
S p u r f o r m e l berechnen: Der E r w a r t u n g s w e r t einer Observable 0 i s t , w ie m a n aus 
(2) ers ieht , 
( O ) = T r ( O p ) = ( 2 7 r ) - ^ | dq dp Po{q,p)P{q,p). (15) 
D i e P h a s e n r a u m - V e r t e i l u n g e n Po{q,p) e rg ib t sich d u r c h A n w e n d u n g v o n (1) auf den 
O p e r a t o r O. Dieser A u s d r u c k hat sein klassisches A q u i v a l e n t : Der E r w a r t u n g s w e r t 
einer Observable , die als eine F u n k t i o n auf d e m P h a s e n r a u m gegeben i s t , w i r d ge-
rade d u r c h i h r m i t der Wahrsche in l i chke i t sd i chte gewichtetes P h a s e n r a u m i n t e g r a l 
gegeben. D a m i t w i r d der W i g n e r - T r a n s f o r m a t i o n auch i i ber Zus tande u n d D i c h t e -
m a t r i z e n h inaus e in S inn gegeben: sie t r a n s f o r m i e r t quantenmechanische Observable 
i n klassische Observable ( d . h . F u n k t i o n e n auf d e m P h a s e n r a u m ) . So k a n n jede q u a n -
tenmechanische Observable O d u r c h das Berechnen der i h r nach (1) entsprechenden 
klassischen Observable PQ{q,p) gemessen werden . 
r V . 1 . 2 K a l k i i l i m P h a s e n r a u m 
W i e w i r gesehen haben , ex i s t i e r t eine E ins - zu -E ins -Bez iehung zwischen H i l b e r t r a u m -
O p e r a t o r e n u n d Phasenraumver te i lungen . M a n k a n n daher die m a t h e m a t i s c h e n 
O p e r a t i o n e n des H i l b e r t - R a u m s auf P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g e n i i b e r t r a g e n . F i i r d ie 
A d d i t i o n u n d die M u l t i p l i k a t i o n m i t Skalaren ist dies a u f g r u n d der L i n e a r i t a t v o n 
(1) i n A t r i v i a l , w a h r e n d die M u l t i p l i k a t i o n v o n zwei O p e r a t o r e n wegen der N i c h t -
K o m m u t a t i v i t a t eine n i c h t - t r i v i a l e S t r u k t u r h a t . 
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Die nicht-kommutative Multiplikation ' 
W i r f i i h r e n die n i c h t - k o m m u t a t i v e M u l t i p h k a t i o n v o n P h a s e n r a u m - F u n k t i o n e n d i -
r e k t aus der M u l t i p h k a t i o n v o n O p e r a t o r e n e in : D i e P h a s e n r a u m f u n k t i o n z u e i n e m 
P r o d u k t AB zweier O p e r a t o r e n l a u t e t nach (1 ) : 
PAsiq^P) = ^-"^ J {? - ly\AB\q - f |y) e^'-y/\) 
D u r c h Einsch i eben eines vo l l s tand igen Satzes v o n Z u s t a n d e n ist das 
PlBiq^P) - ^-"^ J d ^ ^ {q - ly\A\z){z\B\q + i y ) e ' > - / ^ (17) 
T r a n s f o r m i e r t m a n zu neuen V a r i a b l e n y u n d y' s t a t t y u n d z 
z-^q + y + y' u n d y - > 2 ( y ' - y ) , (18) 
so f inde t m a n 
PAB^q^P) = n-^2'''Jd''yd''y'{q + y-y'\A\q + y + y'){q + y + y'\B\q-y + y') 
(19) 
x e 2ip-{y'-y)/h 
M i t t e l s der U m k e h r u n g v o n (1) 
{q - y\A\q-\-y) = 
k a n n m a n dies als 
(20) 
PAsiq^P) = 7 r - 2 ^ / d ^ y d V d ^ ^ d V P ^ ( g + y , O P p ( ? + y ' , a ) 
^^-2i<T'-y'/n^2ia-y/h^2ipiy'-y)/n 
(21) 
schreiben. E i n e wei tere T r a n s f o r m a t i o n a a -\- p u n d a' —>• a' -\- p e rg ib t die 
endg i i l t i ge F o r m e l 
PABiq,P)=^-"''J d''yd^y'd^ad^a'P^iq+y,p+a')Ps{q+y',P+<r)e'^^y''-y'-'''y\ 
(22) 
Diese F o r m e l w u r d e i n ahnhcher F o r m zuerst v o n H i h e r y et al 1984 [ H i l 8 4 , (2.23) 
angegeben. M a c h t m a n eine T a y l o r - E n t w i c k l u n g v o n P^ = A u n d Pg = B in a u n d 
a' u n d i n t e g r i e r t p a r t i e l l , so e r h a l t m a n die E n t w i c k l u n g 
°° °° (—1)" 
(23) 
U b e r gleiche Indizes is t zu s u m m i e r e n ; i n mehreren D i m e n s i o n e n steht jedes i bzw. j 
f i i r e in T u p e l ( ^ l , . . . , z „ ) , wobe i 
q? = qh---qi., i<ik<D (24) 
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g i l t . D i e of fensichtl iche A s y m m e t r i c i n n u n d m a u f g r u n d der T e r m s ( — 1 ) " r e f l e k t i e r t 
die N i c h t k o m m u t a t i v i t a t dieser M u l t i p l i k a t i o n . D i e Reihe (23) ist eine E n t w i c k l u n g 
i n h m i t den ersten T e r m e n 
^dAdB dAdB^ 
PAB{Q,p)==A{q,p)B{q,p) + j _ _ _ _ _ _ _ . (25) 
dqi dpi dpi dqi 
W i e zu e r w a r t e n is t der erste T e r m , v o n n u l l t e r O r d n u n g i n k o m m u t a t i v , ent -
spr i cht also der klassischen ' k o m m u t a t i v e n ' M e c h a n i k . D e r T e r m nachsthoherer 
O r d n u n g h a t die S t r u k t u r der klassischen P o i s s o n - K l a m m e r . Der K o m m u t a t o r der 
O p e r a t o r e n A u n d B l a u t e t 
( - l ) " - ( - l ) - c > " + - A , , , , 
l ^ ' ^ l " „ t ^ o ^ o rilml (20^ +^™ dq^dpf'^'^'dqj^dp^^'^'^^' ^^^^ 
was als T e r m n iedr igs ter O r d n u n g i n der R e i h e n e n t w i c k l u n g 
fdAdB OAdB 
P[A,B] - dqi dpi dpi dqi 
+ . . . (27) 
e r g i b t . I n der Bewegungsgleichung f i i r die D i c h t e m a t r i x steht dieser K o m m u t a t o r 
m i t A = H u n d B = p auf der rechten Seite, so dafi d ie entsprechende Bewegungs-




, , ^ .(dEdP dEdP\ , 
l a u t e t , wobe i die F u n k t i o n H{q,p) = Pfj{q,p) die W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e des H a -
m i l t o n - O p e r a t o r s u n d d a m i t die klassische H a m i l t o n - F u n k t i o n i s t . D a m i t steht auf 
der rechten Seite die klassische P o i s s o n - K l a m m e r der H a m i l t o n - F u n k t i o n m i t der 
P h a s e n r a u m - D i c h t e , u n d die G le i chung ist i m L imes ^ —^  0 die L i o u v i l l e - G l e i c h u n g 
der klassischen M e c h a n i k . Das n i c h t - k o m m u t a t i v e P r o d u k t v o n P h a s e n r a u m f u n k -
t i o n e n , eine Eigenschaft der Operatora lgebra , ist also gerade so d e f i n i e r t , dafi es die 
P o i s s o n - K l a m m e r , eine geometrische Eigenschaft des Phasenraums , e r g i b t . So w i r d 
eine V e r b i n d u n g zwischen d e m Opera to ren -Formal i smus der Q u a n t e n m e c h a n i k u n d 
d e m geometr ischen Formal i smus der klassischen P h y s i k hergeste l l t . D i e A b l e i t u n g 
dieser R e l a t i o n e n gestaltete sich hier so e infach, da der klassische L imes E —> 0 
i n (22) a u f g r u n d der R e i h e n e n t w i c k l u n g (23) w o h l d e f i n i e r t i s t — i m Gegensatz zur 
H i l b e r t r a u m - F o r m u l i e r u n g , wo der klassische L imes s ingular i s t . 
Phasenraumfunktionen des Orts- und Impulsoperators 
A u s (1) u n d d e m M a t r i x e l e m e n t des I m p u l s o p e r a t o r s , dafi als eine D i s t r i b u t i o n 
geschrieben 
{q\p\q') = -^n8{q'- q)-^^^^ (29) 
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l a u t e t , e r g i b t sich l e i ch t , das die P h a s e n r a u m f u n k t i o n e n , cUe d e m O r t s - u n d d e m 
I m p u l s o p e r a t o r entsprechen, gerade die entsprechenden klassischen F u n k t i o n e n s ind : 
Piiq.p) = q, (30) 
Pp{q,p) = P- m 
Z u e i n e m Feld A{q) i m O r t s r a u m ( z .B . e i n e m P o t e n t i a l V{q)), das als O p e r a t o r 
gemafi 
A\q) = A{q)\q) (32) 
w i r k t , l a u t e t ebenso die P h a s e n r a u m f u n k t i o n 
PA(,){q^P)-A{q). (33) 
Schl ief i l ich geht aus der M u l t i p l i k a t i o n s f o r m e l auch hervor , dafi 
PAq^p)-?"- (34) 
D a m i t s ind die w i c h t i g s t e n , i n der n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n Q u a n t e n m e c h a n i k a u f t r e -
t e n d e n O p e r a t o r e n , i n P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g e n i iberse tz t . 
Wigner-Funktionen als Realisation der Heisenberg-Algebra 
Der K o m m u t a t o r der be iden P h a s e n r a u m f u n k t i o n e n , die d e m O r t s - u n d d e m I m -
pulsoperator entsprechen, d . i . Pq{q,p) — q u n d Pp{q,p) = p , ist 
Pm = ^^ (35) 
u n d d a m i t genau die kanonische Ver tauschungsre la t i on der Q u a n t e n m e c h a n i k . Dies 
ze igt , dafi die A l g e b r a der P h a s e n r a u m f u n k t i o n e n m i t der h ier d e l i n i e r t e n M u l t i p l i k a -
t i o n genauso w i e die A l g e b r a der O p e r a t o r e n auf W e l l e n f u n k t i o n e n eine Rea l i s i erung 
der a b s t r a k t d u r c h Ver tauschungsre la t i onen d e l i n i e r t e n quantenmechanischen Ope-
r a t o r a l g e b r a d a r s t e l l t . M i t W i g n e r - F u n k t i o n e n i m P h a s e n r a u m zu rechnen ist daher 
genauso berecht ig t w ie m i t M a t r i z e n oder m i t He i senberg -Operatoren , so dafi der 
P h a s e n r a u m - F o r m a l i s m u s alle Quantenef fekte e n t h a l t . I n der T a t s ind P h a s e n r a u m -
u n d H i l b e r t r a u m - B e s c h r e i b u n g k o m p l e m e n t a r : die H i l b e r t r a u m - B e s c h r e i b u n g zeigt 
i h r e S t a r k e n , wo sich d i e Q u a n t i s i e r u n g besonders s tark a u s w i r k t , w i e z. B . bei der 
Berechnung v o n nahe d e m G r u n d z u s t a n d l iegenden E i g e n z u s t a n d e n , w a h r e n d die 
Phasenraum-Beschre ibung es ges ta t t e t , Q u a n t e n k o r r e k t u r e n i n nahezu klassischen 
Bere ichen wie z .B. i n der Q u a n t e n s t a t i s t i k zu berechnen. 
I V . 1.3 D i e n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e B e w ^ e g u n g s g l e i c h u n g i m P h a s e n r a u m 
W i r beschaft igen uns n u n m i t der Uberse tzung der Schrod inger -Gle i chung 
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i n eine Bewegungsgle ichung f i i r die W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e P{q,p) = Pp[q,p). N a c h 
(14) l a u t e t diese 
BP i 
-Q^il.P) = ~jPiH,,M,P)- (37) 
D e r n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e H a m i l t o n - O p e r a t o r f i i r die Bewegung i n e i n e m auBeren Po-
t e n t a i l V{q) i s t 
P' H = 
2m 
+ V{q). (38) 
Der k inet ische A n t e i l auf der rechten Seite der Bewegungsgle ichung ist gemaB (26) 
(39) 1 P it.P 




be i . I m fre ien F a l l {V{q) = 0) ist dies der einzige T e r m , u n d er ist ident i sch m i t 
d e m F l u B t e r m der klassischen L i o u v i l l e - G l e i c h u n g . Der B e i t r a g des P o t e n t i a l t e r m s 
ist nach (26) eine n icht -abbrechende R e i h e n e n t w i c k l u n g 
dP\ g 
/ p o t n = l , 3 , 5 , . . . dt 
( - 2 i ) - ( " - i ) dv dP 
n : 7r—-Tr— = -T—-— h . • . ! dq^ dp^ dq dp 
(41) 
I m klassischen L imes g i l t daher 
dP p dP dV dP 
+ (42) 
dt m dq dq dp' 
Dies ist die klassischen L i o u v i l l e - G l e i c h u n g i n e inem aufieren P o t e n t i a l . 
D i e Q u a n t e n k o r r e k t u r e n zu dieser Gle i chung ergeben sich aus der Reihenent -
w i c k l u n g des Po tent ia l s . Sie e n t h a l t hohere A b l e i t u n g e n der P h a s e n r a u m d i c h t e u n d 
reprasent ier t daher n i cht loka le Opera to ren . D i e R e i h e n e n t w i c k l u n g laf i t sich i n ge-
schlossener F o r m als e in I n t e g r a l 
dP\ 
'dt 
= J d''jP{q,p + j)J{q,j] 
p o t 
m i t einer reel len F u n k t i o n 
f i \ D 
\ T r h ' J 
J d^y [V{q + y)-V{q-y)]e-''y=/'' 
(43) 
(44) 
schreiben. Dieser T e r m bedeute t , dafi P h a s e n r a u m d i c h t e m i t e i n e m G e w i c h t s f a k t o r 
J{q,j) aus d e m Phasenraumelement u m P{q,p+j) i n das E l e m e n t u m P{q,p) fliefien 
k a n n . Der G e w i c h t s f a k t o r ist a l lerdings keine echte Wahrsche in l i chke i t f i i r e inen 
spontanen S p r u n g i i b e r eine D i s tanz j i n der I m p u l s k o o r d i n a t e , sondern er k a n n 
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n e g a t i v w e r d e n , so dafi auch eine zunachst pos i t ive W i g n e r - F u n k t i o n i m Gegensatz 
zu i h r e m klassischen V e r h a l t e n negat ive W e r t e a n n e h m e n k a n n . D i e negat iven W e r t e 
stehen also i m d i r e k t e n Z u s a m m e n h a n g m i t den Q u a n t e n k o r r e k t u r e n . 
Dieses V e r h a l t e n w i r d noch k l a r e r , w e n n m a n die W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e n der 




P m 2 ^ 2 
2™ + 2 " ' 
(46) 
die H a m i l t o n - F u n k t i o n des harmon is chen Osz i l lators u n d L „ die Laguerreschen Po-
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D i e W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e des G r u n d z u s t a n d s ist daher i i b e r a l l p o s i t i v , die des 
ersten u n d zwe i ten angeregten Zustands k a n n aber d o r t , wo das A r g u m e n t des 
L a g u e r r e - P o l y n o m s k le iner als Eins i s t , d . i . be i 
Tiuj 
(50) 
n e g a t i v sein. M a n s ieht , dafi die negat iven W e r t e der P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g eng m i t 
der P lanckschen K o n s t a n t e u n d der d u r c h sie vorgegebenen Skala i m P h a s e n r a u m 
i n Z u s a m m e n h a n g stehen. 
IV.2 Die Phasenraum-Formulierung fiir die Feldtheorie 
I V . 2 . 1 W i g n e r - F u n k t i o n e n f i i r d i e Q u a n t e n f e l d t h e o r i e 
D i e W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e ist i i b e r a l l d o r t von N u t z e n , wo sich die Frage nach 
d e m quantenmechanischen V e r h a l t e n v o n Wahrsche in l i chke i t sver te i lungen i m Pha -
s e n r a u m s t e l l t . Neben A n w e n d u n g e n i n der Q u a n t e n s t a t i s t i k u n d der Q u a n t e n o p t i k 
ergab sich m i t der e x p e r i m e n t e l l e n M o g l i c h k e i t von hochenergetischen hadronischen 
KoUis ionen die Frage nach der T r a n s p o r t t h e o r i e re la t iv i s t i s cher Quanten fe lder . D ie 
A n w e n d u n g der W i g n e r - T r a n s f o r m a t i o n i n diesem Bere ich geht i m wesentl ichen auf 
e inen A r t i k e l v o n P. C a r r u t h e r s u n d F . Zachariasen i m J a h r e n 1976 [Car76] z u r i i c k . 
D i e be iden H a u p t s c h w i e r i g k e i t e n hier s ind die re la t iv i s t i s che K o v a r i a n z , die eine 
Q u a n t e n f e l d t h e o r i e aufweisen so l l te , u n d die E i c h i n v a r i a n z . 
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D i e F o r d e r u n g nach re lat iv i s t i s cher K o v a r i a n z b e d i n g t , Ze i t u n d O r t gleichbe-
re cht ig t zu behande ln . E i n e re lat iv i s t i sche W i g n e r - F u n k t i o n muB daher n i c h t n u r 
d e m O r t s r a u m den I m p u l s r a u m h inzu f i i gen , sondern auch der Zeitachse die Energ ie -
achse. Sie w i r d i m a l lgemeinen de f in ier t als F o u r i e r - T r a n s f o r m i e r t e einer 2 - F u n k t -
F u n k t i o n : 
Fip„x,) = jd'ye'y^'^mix, - \yM{^, + \y,m (51) 
A 
f i i r e in neutra les skalares Feld (i>{x^). M i t t e l s der K l e i n - G o r d o n - G l e i c h u n g lassen 
sich zwei Gle i chungen f i i r d ie re lat iv i s t i s che W i g n e r - F u n k t i o n F{p^,x^^) ab l e i t en : 
• E i n e re la t iv i s t i s che F luBgle i chung m i t W e c h s e l w i r k u n g s t e r m e n , die hohere n -
P u n k t - F u n k t i o n e n e n t h a l t e n , u n d 
• eine Zwangsgle ichung, die i m klassischen G r e n z f a l l d ie W i g n e r - F u n k t i o n auf 
der Massenschale p^p*^ = m' k o n z e n t r i e r t . 
I n der klassischen M e c h a n i k g i l t f i i r e in Tei lchen i m m e r p^p'^ = E'-\-p' = m'; es l iegt 
also, i n quantenmechanischer Sprache, auf der Massenschale. Daher h a t die Ener -
g iekoord inate einer klassischen re la t iv i s t i s chen P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g ke inen S inn 
aufier d e m , dafi die P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g auf der Massenschale k o n z e n t r i e r t i s t . I n 
der Q u a n t e n m e c h a n i k ist es of fensichtl ich m o g l i c h , dafi die P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g 
u m die Massenschale h e r u m „ausfranst". Dies b ie te t zwar eine schone A n s c h a u u n g 
der re la t iv i s t i s chen Q u a n t e n m e c h a n i k , es s te l l t sich aber le ider heraus, dafi alle ex-
p l i z i t e n Berechnungen m i t r e la t i v i s t i s ch kovar ianten W i g n e r - F u n k t i o n d a d u r c h sehr 
k o m p l i z i e r t werden . 
Z u m we i te ren ist der H i l b e r t r a u m der Quanten fe ld theor i e e in V i e l t e i l c h e n - R a u m 
u n d d a m i t grofier als der d u r c h die O r t s - oder I m p u l s k o o r d i n a t e aufgespannte E i n -
T e i l c h e n - H i l b e r t r a u m der n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e n Q u a n t e n m e c h a n i k . Dies auf iert sich 
i m A u f t r e t e n hoheren Greenscher F u n k t i o n e n i n der F lu f ig l e i chung . Der Q u a n -
ten fe ld theor ie entspr i cht so n i ch t eine einzelne Phasenraumgle i chung , sondern eine 
Hierarch ie v o n Gle i chungen , die neben der P h a s e n r a u m d i c h t e auch P h a s e n r a u m k o r -
r e l a t i o n e n e n t h a l t e n . 
Das G r u n d p r o b l e m der re la t iv i s t i s chen W i g n e r - F u n k t i o n l i egt d a r i n , dafi sie ke i -
nen echten H a m i l t o n - F o r m a l i s m u s d a r s t e l l t , denn sie w i r d n i c h t d u r c h eine Ze i t -
entwick lungsg le i chung i m P h a s e n r a u m beschrieben. I n der T a t e n t h a l t die D e f i n i -
t i o n (51) eine I n t e g r a t i o n i iber die gesamte Zeitachse, so daf i , u m die re la t iv i s t i s che 
W i g n e r - F u n k t i o n zu e i n e m Z e i t p u n k t zu def inieren, die gesamte Z e i t e n t w i c k l u n g be-
k a n n t sein m u f i . Dieses P r o b l e m l iegt i n der re la t iv i s t i s chen K o v a r i a n z b e g r i i n d e t , 
derentwegen Ze i t - u n d O r t s k o o r d i n a t e n g le ichberecht igt behande l t werden miissen. 
Der H a m i l t o n - F o r m a l i s m u s t r e n n t s treng zwischen d e m P h a s e n r a u m , der alle m o g l i -
chen Zustande des Systems zu einer Ze i t beschre ibt , u n d der Zeitachse u n d er-
l a u b t es daher , eine echte Ze i tentwick lungsg le i chung anzugeben, die H a m i l t o n s c h e n 
Gle i chungen. E i n e re lat iv i s t i s che F o r m u l i e r u n g basiert dagegen i m a l lgemeinen auf 
e i n e m V a r i a t i o n s p r i n z i p (wie i m Lagrange -Formal i smus ) u n d e r g i b t keine Ze i t ent -
wick lungsg le i chung , sondern eine B e d i n g u n g , z .B . eine M i n i m a l g l e i c h u n g , die die 
physikal ischen T r a j e k t o r i e n i m M i n k o w s k i - R a u m auszeichnet. 
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Es ist daher s innvoU zu fragen, ob eine eclrte H a m i l t o n s c h e F o r m u h e r u n g i m 
P h a s e n r a u m f i i r r e la t iv i s t i s che Te i l chen m o g l i c h i s t . Dabe i lassen w i r zunachst die 
f e ldtheoret i schen A s p e k t e auBer acht u n d b e t r a c h t e n die re la t iv i s t i s che Q u a n t e n m e -
c h a n i k , d .h . d ie Bewegung eines einzelnen re la t i v i s t i s chen Te i l chen i n e i n e m auBeren 
F a l l . I m klassischen F a l l ist diese Frage e infach zu b e a n t w o r t e n , i n d e m m a n als 
H a m i l t o n - F u n k t i o n die re la t iv i s t i s che Energ ie , also H{q,p) = \/p^~^\^rr? n i m m t . 
D i e sich ergebenden H a m i l t o n s c h e n Gle i chungen beschreiben d a n n die Bewegung 
eines r e l a t i v i s t i s c h e n Tei lchens, s ind aber n a t i i r l i c h n i c h t e x p l i z i t L o r e n t z - i n v a r i a n t . 
A u f der anderen Seite w i r d die r e la t iv i s t i s che Q u a n t e n m e c h a n i k a l lgemein n i c h t 
ausgehend v o n einer klassischen H a m i l t o n - F u n k t i o n beschrieben, sondern a u f g r u n d 
v o n I n v a r i a n z i i b e r l e g u n g e n f i i r die Wel leng le i chung . Es is t daher n i c h t v o n v o r n h e r -
e in k l a r , welche klassische P h a s e n r a u m d y n a m i k der K l e i n - G o r d o n - u n d der D i r a c -
G l e i c h u n g e n t s p r i c h t . D a die freie D i r a c - G l e i c h u n g aber i n F o r m einer Schrodinger-
G l e i c h u n g m i t d e m H a m i l t o n - O p e r a t o r 
. f i^Dirac = a • p-\-m0 (52) 
u n d den b e k a n n t e n 4 x 4 - M a t r i z e n geschrieben werden k a n n , ist es m o g l i c h , den 
obigen W i g n e r - F o r m a l i s m u s auf diese H i l b e r t r a u m - D y n a m i k anzuwenden u n d eine 
quantenmechanische u n d re la t iv i s t i s che Bewegungsgle ichung a b z u l e i t e n . Dies ist 
v o n B i a l y n i c k i - B i r u l a , G o r n i c k i u n d Rafe lsk i d u r c h g e f i i h r t w o r d e n [B ia91 ] . D i e v o n 
i h n e n Dirac-Heisenberg-Wigner-Funktion genannte GroBe ist eine 4 x 4 - M a t r i x , die 
d u r c h 16 reelle P h a s e n r a u m f u n k t i o n e n beschrieben werden k a n n . D i e Gle i chungen , 
die diese F u n k t i o n e n e r f i i l l e n , s ind a l lerdings sehr k o m p l i z i e r t , u n d es erscheint ins-
besondere noch n i c h t ganz k l a r , w ie u n d wo sie Paarerzeugung beschreiben. F i i r den 
klassischen L imes u n d f i i r d ie P a a r p r o d u k t i o n eines k o n s t a n t e n homogenen e l e k t r i -
schen Feldes (Schwinger -Mechanismus) ex is t ieren b i s lang Losungen , l e tz tere aber 
n u r i n numerischer F o r m . Es zeigt s ich, daB die numer ischen Losungen t a t s a c h l i c h 
die Schwinger -Forme l r eproduz ie ren . 
Es b i e t e t sich daher a n , den gleichen Formal i smus f i i r e in K l e i n - G o r d o n - F e l d 
d u r c h z u f i i h r e n , i n der H o f f n u n g , daB die sich ergebende F luBg le i chung bedeutend 
einfacher sein w i r d . Das K l e i n - G o r d o n - F e l d ist zwar e in Skalar , w i r d aber d u r c h eine 
G le i chung v o n zwei ter O r d n u n g i n der Z e i t a b l e i t u n g beschrieben. U m diese i n eine 
H a m i l t o n s c h e F o r m zu z w i n g e n , ist es n o t w e n d i g , das Fe ld i n zwei gekoppe l te K o m -
ponenten au fzuspa l ten (Feshbach -Vi l lars -Formal i smus [Fes58, D a v 7 6 ] ) . W i r werden 
das i m fo lgenden A b s c h n i t t d u r c h f i i h r e n . 
I V . 2 . 2 D a s f r e i e g e l a d e n e K l e i n - G o r d o n - F e l d 
Die Wigner-Funktion in der Zweikomponenten-Darstellung 
I m Feshbach -V i l l a rs -Formal i smus w i r d das freie K l e i n - G o r d o n - F e l d ip{x), das der 
Bewegungsgle ichung 
[d^d" + m') rP{x) = 0 (53) 
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gehorcht , d u r c h eine zwe ikomponent ige W e l l e n f u n k t i o n 
(54) 
m i t der Bewegungsgle ichung ( i m fo lgenden setzen w i r ^ = 1) 
.8^ 
dt 




J 2m \1 - 1 
ersetzt . D i e Bez i ehung zwischen ^ u n d ^ ist d u r c h 




= m{(l> - x) 
u n d deren U m k e h r u n g 
_ 1 ^ + — 
i dip 






gegeben. D a m i t lassen sich die Energ ie , I m p u l s , L a d u n g u n d S t r o m des K l e i n -
Gordon-Felds umschre iben auf Z w e i k o m p o n e n t e n - W e l l e n f u n k t i o n e n ^ . Aus d e m 





erg ib t sich nach einfacher Rechnung f i i r Energ ie - u n d I m p u l s d i c h t e des Feldes 
(59) 
000 = ( V ^ * ) ( V V ' ) + = 
0 0 ' = a v * v ^ = — m 
L \ 








Der A u s d r u c k zwischen ^ + u n d ^ ist der Energ ie - bzw. I m p u l s o p e r a t o r des K l e i n -
Gordon-Feldes i n Z w e i k o m p o n e n t e n - D a r s t e l l u n g , w a h r e n d der O p e r a t o r p = —^V 
h i e r den Schrodingerschen I m p u l s o p e r a t o r bezeichnet , d .h . , als D i f f e rent ia l opera to r 







- {^*^ip - ipVtp*) = 
1 0 




e J I  ^ 
—P m / I 
(62) 
(63) 
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M i t t e l s des i m vorher igen A b s c h n i t t d i s k u t i e r t e n P h a s e n r a u m - K a l k i i l s k a n n die 
K l e i n - G o r d o n - G l e i c h u n g i n H a m i l t o n s c h e r F o r m n u n i n eine Phasenraumgle i chung 
i iberse tz t werden . D i e zugehorige W i g n e r - F u n k t i o n ist j e t z t eine M a t r i x 
P = Pu Pl2\ 
^ P21 P22 J ' 
d . h . i m Fal le eines r e i n e n Zustandes das T e n s o r p r o d u k t 
P = y dy<S'-{q+ly)®^{q-ly)e'^-y. 
(64) 
(65) 
E n t s p r e c h e n d werden die P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g e n P^ u n d P g i n der M u l t i p H k a -
t i o n s f o r m e l n i c h t m e h r skalar, sondern d u r c h das M a t r i z e n p r o d u k t m u l t i p l i z i e r t . 
D u r c h A n w e n d u n g des P h a s e n r a u m k a l k i i l s laBt sich der K o m m u t a t o r [H,p], der die 
D y n a m i k b e s t i m m t , i n den P h a s e n r a u m i ibersetzen. M i t den A b k i i r z u n g e n ( u i s ind 
die P a u l i - M a t r i z e n ) 
a = {a3-\- ia2) 
1 1 
- 1 - 1 
6 = (73 = 
/ 1 0 ^ 
u n d der K e n n t n i s der W i r k u n g des I m p u l s q u a d r a t s 
dP, 1 d'P, 
Pp2p = p'Pp - ip dq 2 dq^ 
2 „ . dP^ 1 d'Pp 










D a b e i i s t b e r i i c k s i c h t i g t , daB der H a m i l t o n - O p e r a t o r (55) n i c h t h e r m i t e s c h ist u n d 
daher die Bewegungsgle ichung f i i r die D i c h t e m a t r i x 
(70) 
l a u t e t . Es ist zweckmaBig , anstel le der v ier K o m p o n e n t e n v o n P den Spa l tenvektor 
/ m i t den v ier K o m p o n e n t e n 
fl = P i i + P12 + P21 + P22, 
/2 = P l l — P22, 
/ s = -Pll — Pl2 — P2I + P22, 
/4 = - ^ ( P l 2 - P 2 l ) 
(71) 
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zu b e t r a c h t e n . D i e Bewegungsgleichungen f i i r diese K o m p o n e n t e n l a u t e n d a n n 
df2 ^ p dfi 
dt m dq^ 
dt m\
dU I ( . , Id 
dt mV Ad^q 
Diese Gle i chungen b e s t i m m e n die W i g n e r - F u n k t i o n des f re ien K le in -Gordon -Fe ldes . 
Sie entsprechen den 16 Gle i chungen , die B i a l y n i c k i - B i r u l a , G o r n i c k i u n d Rafe lski 
f i i r das D i r a c - F e l d angegeben haben . O b w o h l sie schon i n dieser F o r m bedeutend 
einfacher erscheinen, lassen sie sich noch wei ter vere infachen, w ie w i r i n den nachsten 
A b s c h n i t t e n sehen werden . 
E i n aquiva lenter Satz v o n Gle ichungen w u r d e v o n G o r n i c k i [Gor91] angegeben. 
D o r t w i r d die W i g n e r - F u n k t i o n nach den P a u l i - M a t r i z e n gemai? 
3 
P{q,P) = / o (9 , P) H + E h-M. p. (73) 
en twi cke l t . D i e E n t s p r e c h u n g zwischen Gorn i ck i s u n d den h ier verwendeten / s ist 
w ie f o lg t : 
G o r n i c k i h ier 
/o / 2 
/ i - h 
h \{h - h) 
h \{h + / 3 ) 
Observable des Klein-Gordon-Feldes 
D i e Observablen ergeben sich aus den A u s d r i i c k e n (60) - (62) . D u r c h die S p u r f o r m e l 
w i r d der E r w a r t u n g s w e r t dieser O p e r a t o r e n O 
T r (p 6) (74) 
i n In tegra l e i i ber den Phasenraum 
( 2 7 r ) - ^ / d ^ d p ix{P{q,p)Po{q,p)) (75) 
u m g e w a n d e l t . D e r T e r m 
( 2 7 r ) - ^ t r ( P ( 9 , p ) P o ( 9 , P ) ) (76) 
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k a n n daher als P h a s e n r a u m d i c h t e der Observablen i n t e r p r e t i e r t wrerden. A u s -
g e d r i i c k t d u r c h die fi l a u t e n so die P h a s e n r a u m d i c h t e n v o n Energ ie , I m p u l s , L a d u n g 
u n d S t r o m : 
Energ ie 
I m p u l s 
L a d u n g 
S t r o m 
Insbesondere is t also f i m i t der Energ ied i chte u n d /2 m i t der L a d u n g s d i c h t e as-
soz i iert . Da f i d ie Te i l chenzahld i chte z u m I m p u l s n i c h t m i t der zur Energ ie i i b e r -
e i n s t i m m t , h a n g t m i t der Zitterbew^egung z u s a m m e n , die w i r i m fo lgenden genauer 




( 2 7 r ) - V / 4 - / 2 ) 
( 27r ) -^e /2 






Diagonalisierung des lokalen Oszillators 
Di f f e renz ie r t m a n (72) noch e i n m a l nach der Z e i t , so e r h a l t m a n 
dt 
f 2 2 1 
p - I - m - - / 4 - 2 P - I - / 2 . (81) id^qj-'" ^ dq-
D u r c h den ersten T e r m w i r d z u e i n e m Osz i l l a to r m i t der Eigenfrequenz 2Ep 
r i i c k g e k o p p e l t , w a h r e n d der zwei te T e r m einen aufieren A n t r i e b d a r s t e l l t . W e n n 
sich /2 sehr v i e l langsamer a n d e r t als der Osz i l l a to r s chwingt , so e n t k o p p e l n A n t r i e b 
u n d E igenschwingung . I m a l lgemeinen la f i t sich eine Osz i l l a t o rg l e i chung der F o r m 
^ = - O V W + ^ W (82) 
d u r c h U b e r f i i h r e n i n den F o u r i e r r a u m losen: 
- u'fiu) = -n'fit) + g{u) f{u) = ^1^. (83) 
I s t g{Lij) n u r da , wo u' <^ Cl', s ign i f ikant v o n N u l l verschieden, d a n n g i l t als Nahe -
rungs losung v o n (82) 
(84) 
I n dieser N a h e r u n g findet m a n daher f i i r f^. 
(85) 
wobe i auch der T e r m d'/dq' gegen = p' -\-m? vernachlassigt w u r d e . Diese Nahe -
r u n g e n s ind g i i l t i g , w e n n ze i thche u n d r a u m l i c h e Veranderungen der P h a s e n r a u m -
v e r t e i l u n g au f Skalen, die grofier s ind als die ( re la t iv i s t i s che ) Energ ie Ep, s t a t t f i n d e n . 
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also gerade i m klassischen L i m e s . M i t dieser N a h e r u n g e n f o lg t aus der d r i t t e n Be -
wegungsgle ichung 
| / 3 = 0. (86) 
D i e be iden anderen werden ident i s ch , w e n n m a n 
(87) 
setzt , u n d l a u t e n : 
dt^^ Ep ' dq^^' 
(88) 
Das ist die re la t iv i s t i s che Bewegungsgle ichung einer freien P h a s e n r a u m d i c h t e ( V l a -
sov -Gle ichung) . 
Dieses V e r f a h r e n la f i t sich systemat is ieren , w e n n m a n die Gle i chungen (72) i n 
M a t r i x f o r m 
I f - A f - ^ ^ B f (89) 
dt- —- mdq—- ^ 
m i t den 4 x 4 - M a t r i z e n 
A = 
0 0 0 2 
0 1 0 0 
0 0 0 -2El/m' 
\-Ellm' 0 1 0 
(90) 
u n d 
B = 
0 0 0 0 N 
1 0 0 0 
0 2 0 0 
\ 0 0 0 y 
(91) 
schre ibt . F i i h r t m a n m i t t e l s f_ = U.f_ neue V a r i a b l e e in u n d w a h l t die T r a n s f o r m a -
t i o n s m a t r i x 
/ m/Ep 0 m/Ep m/Ep \ 
0 1 0 0 
Ep/m 0 -Ep/m -Ep/m 
0 0 i - i I 
u = 
m i t der inversen M a t r i x 
(92) 
( Ep/2m 0 m/2Ep 0 \ 
0 1 0 0 
Ep/4m 0 -m/4Ep -i/2p 
\ 0 -m/4Ep i/2p J 
so l a u t e n die neuen Bewegungsgleichungen 
= U-'AUf -^^U-'BUf. 
dt- — mdq— 
(93) 
(94) 
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D i e T r a n s f o r m a t i o n ^ is t so g e w a h l t , da i i sie die F r e q u e n z m a t r i x A d iagonahs ier t 
g-^Ag = d iag (0 ,0 ,2^£ ;p , -2^Ep) , (95) 
w a h r e n d die F l u f i m a t r i x R d ie folgende neue F o r m h a t : 
I 0 m / F p 0 0 \ 
1 0 1 1 
0 -mj2Ep 0 0 
V 0 -m/2Ep 0 0 y 
(96) 
D a m i t e r h a l t e n d ie Bewegungsgle ichungen i n K o m p o n e n t e n f o r m die folgende Ge-
s t a l t : 





I n diesen Gle i chungen s ind / i , u n d d ie L i n e a r k o m b i n a t i o n fz + fi r ee l l , / s — f^ 
r e i n i m a g i n a r . D i e P h a s e n r a u m d i c h t e n der Observablen l a u t e n n u n : 
L a d u n g : 
Energ ie : 
S t r o m : 
e/2 
Ep{h + / a + h) 
^{h + h + h) 





Diese S t r u k t u r zeigt besonders elegant den klassischen L imes . D i e be iden T e r m e au f 
den rechten Seiten der zwe i ten u n d d r i t t e n G le i chung v o n (97) s ind n a m l i c h n u r d a n n 
vergle ichbar , w e n n die V a r i a t i o n v o n /2 au f der Skala v o n Ep, also der C o m p t o n -
Wel len lange , s t a t t f i n d e t . G i l t dies n i c h t , so e n t k o p p e l n die be iden Gle i chungen u n d 
werden z .B . d u r c h f^ = f^ = 0 gelost. D u r c h E i n f i i h r e n neuer Gr6i3en 
/ + = / l + /2, 
f- = f l - k 
die den Gle i chungen 
dt 
/a = i ( / + - f / _ ) , 
/2 = ! ( / + - / - ) , 
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gehorchen, e r h a l t m a n aus den i i b r i g e n zwei Gle i chungen zwei e n t k o p p e l t e Bewe-
gungsgle ichungen. W i e m a n aus (98) ers ieht , t r a g e n sie verschiedene L a d u n g e n , be-
schreiben also d ie P h a s e n r a u m d i c h t e n pos i t i ver u n d negat iver Te i l chen . W i r haben 
d a m i t gezeigt , dafi d ie der K l e i n - G o r d o n - G l e i c h u n g entsprechende Phasenraumver -
t e i l u n g i m klassischen Grenz fa l l e in aus p o s i t i v e n u n d negat iven Te i l chen bestehen-
des freies Gas beschre ibt . D i e Q u a n t e n k o r r e k t u r e n i n F o r m der K o m p o n e n t e n / a 
u n d fi t r a g e n d e m Wel lenchaxakter der Te i l chen R e c h n u n g , beschreiben also das 
Auseinanderf l ie f ien der W e l l e n f u n k t i o n u n d Inter ferenzen . 
r V . 2 . 3 D e r W i g n e r - F o r m a l i s m u s i n E i c h f e l d e r n 
Der W i g n e r - F o r m a l i s m u s la f i t sich au f Felder , d ie a u f g r u n d einer e i ch invar ianten 
m i n i m a l e n A n k o p p l u n g m i t e i n e m Ei ch fe ld wechse lwirken , i n besonders einfacher 
A r t u n d Weise e r w e i t e r n . O b w o h l die k o r r e k t e F o r m der e i ch invar ianten W i g n e r -
F u n k t i o n schon seit der Drei f i iger J a h r e n bekannt i s t , ist das Rechnen m i t der e i ch in -
v a r i a n t e n W i g n e r - F u n k t i o n m i i h s a m , so dafi eine al lgemeine F o r m u h e r u n g m i t t e l s 
der M u l t i p h k a t i o n s f o r m e l wi inschenswert i s t . 
Die eichinvariante Wigner-Funktion 
W i r b e t r a c h t e n n u n das K l e i n - G o r d o n - F e l d i n e i n e m aufieren e l ektromagnet i s chen 
Fe ld . D i e entsprechende A n k o p p l u n g erfo lgt i i b e r eine m i n i m a l e S u b s t i t u t i o n 
u n d f i i h r t z u der Bewegungsgleichung 
- e A j ( p ' ^ - eA^) - f m'] ^ ( x ) = 0. 
(104) 
(105) 
A n a l o g is t es s innvoU, die Z w e i - K o m p o n e n t e n - W e l l e n f u n k t i o n n u n e i chkovar iant 
gemafi 
f d \ 
i— - e A o j iP = m{<j>- x) (106) 
anstel le v o n (55) z u def in ieren, denn letztere t r a n s f o r m i e r t sich u n t e r E i cht rans fo r -
m a t i o n e n n i c h t m i t der E i c h g r u p p e U{1). D i e W i g n e r - F u n k t i o n so i l , d a m i t sie als 
Wahrsche in l i chke i t sd i chte i m P h a s e n r a u m i n t e r p r e t i e r b a r b l e i b t ( m i t den bekann-
t e n E i n s c h r a n k u n g e n ) , i n v a r i a n t u n t e r E i c h t r a n s f o r m a t i o n e n sein. Dies is t m o g l i c h , 
w e n n m a n die eichinvariante Wigner-Transformation m i t e i n e m zusatz l i chen , d u r c h 
das V e k t o r p o t e n t i a l vorgegebenen Phasenfaktor de f in ie r t : 
i+-y 
PA{q,p)= fd''y{q-ly\A\q-\-ly)e'^yexp ie f\''A{x) • dx 
) 
(107) 
wobei das Linienintegral entlang einer Gerade vom Anfajigspunkt z u m E n d p u n k t 
uber das Skalarprodukt von Vektorpotential und Linienelement genommen wird . 
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d .h . : 
r\'' A{x) • dx = /7 dA y • A{x). (108) 
• ^ 9 - 2 2 / - ' - 2 
B e t r a c h t e t m a n dies f i i r e inen re inen Z u s t a n d ^ ( x ) , der sich u n t e r einer E i c h t r a n s -
f o r m a t i o n gemafi 
•<S{x) JeG{x 
t r a n s f o r m i e r t , u n d t r a n s f o r m i e r t ebenso das V e k t o r p o t e n t i a l nach 
A{x) ^ A ( x ) + V G ' ( x ) , 
(109) 
(110) 
so k i i r z e n sich die F a k t o r e n aus d e m der E i c h t r a n s f o r m a t i o n des K le in -Gordon -Fe ldes 
gerade m i t denen aus d e m V e k t o r p o t e n t i a l , welche s ind 
exp ie r\^\A{x) + VG{x)) • dx 
Ji-2y 
ie I ^ A{x)-dx ex-p {ieG{q \y) - ieG{q - \y)\
(111) 
D i e E i c h i n v a r i a n z h a t zur Folge, dafi das gesamte P h a s e n r a u m k a l k i i l m o d i f i z i e r t 
werden m u f i , da die D e f i n i t i o n der W i g n e r - F u n k t i o n v e r a n d e r t w u r d e . W i r b e t r a c h -
t e n n u n zunachst die P h a s e n r a u m d a r s t e l l u n g e n der e lementaren O p e r a t o r e n u n d 
schlief i l ich die e i ch invar iante M u l t i p l i k a t i o n s f o r m e l . 
D i e P h a s e n r a u m f u n k t i o n z u einer O r t s r a u m f u n k t i o n A = A{q) m i t d e m M a t r i -
xe lement 
{q-\y\A\q^\y) = mKy) (112) 
i s t wieder die O r t s r a u m f u n k t i o n selbst: P^iq^p) — A{q). Daher w i r d der Or t sope -
r a t o r ebenfal ls noch d u r c h Pq{q,p) = q dargeste l l t . D i e P h a s e n r a u m f u n k t i o n des 
I m p u l s o p e r a t o r s m u f i gemafi (41) d u r c h e inen we i t e ren T e r m e r w e i t e r t w e r d e n , der 
sich aus der W i r k u n g der A b l e i t u n g i m ( d i s t r i b u t i o n s w e r t i g e n ) M a t r i x e l e m e n t des 
I m p u l s o p e r a t o r s au f das L i n i e n i n t e g r a l e r g i b t : 
d y S[y) e^^'^ — exp i e / ^ A{x) • dx — eA{q) 
oy y ^1-2^ j 
Sie l a u t e t daher 
Pp{q.p)=p+eA{q). (114) 
Daher is t die P h a s e n r a u m f u n k t i o n z u m kanonischen (e i chkovar ianten) I m p u l s p — 
eA{q) gerade ' 
Pp-eA{q) =P- (115) 
D i e E i n f i i h r u n g des L i n i e n i n t e g r a l s i n die D e f i n i t i o n der W i g n e r - F u n k t i o n b e w i r k t 
also, dafi d ie p - K o o r d i n a t e der W i g n e r f u n k t i o n d e m kanonischen I m p u l s e n t s p r i c h t . 
(113) 
124 IV. Paarerzeugung im Phasenraum 
Dies m a c h t gerade die A u s w i r k u n g e n der m i n i m a l e n A n k o p p l u n g i m H a m i l t o n -
O p e r a t o r r i i c k g a n g i g , so dafi die W i g n e r - T r a n s f o r m i e r t e H{q,p) des H a m i l t o n - O p e -
ra tors H u n v e r a n d e r t b l e i b t , w e n n zugleich eine m i n i m a l e A n k o p p l u n g u n d das L i -
n i e n i n t e g r a l e inge f i ihr t werden . Anders h e r u m geni igt es also, i n die D e f i n i t i o n der 
W i g n e r - F u n k t i o n das V e k t o r p o t e n t i a l e i n z u f i i h r e n , u m — o h n e H{q,p) z u a n d e r n — 
die A n k o p p l u n g an das E i ch fe ld d u r c h z u f i i h r e n . W o also f l ief it d ie neue P h y s i k ein? 
Multiplikationsformel 
Entsprechend der M o d i f i k a t i o n i n der D e f i n i t i o n der W i g n e r - F u n k t i o n m u f i auch die 
M u l t i p h k a t i o n s f o r m e l verander t werden . F i i h r t m a n die oben axigegebenen S c h r i t t e 
z u i h r e r A b l e i t u n g d u r c h , so e rha l t m a n s t a t t (22) die F o r m e l 
PAB{q,p) = TT'"'Jd''yd''y'd^ad''a'A{q + y,p + a')B{q + y',p + a)e''^y^-y'^'^ 
{ ( rq-y+y' f<i+y-y' f<i+y+y'\ie + + A{x) • dx > . 
\Jq+y-y' Jq+y+y' Jq-y+y' J J 
(116) 
H i e r t r i t t also e in geschlossenes L i n i e n i n t e g r a l i iber das V e k t o r p o t e n t i a l auf ( F i g u r 
I V . l ) . N a c h d e m Satz v o n Stokes kann es i n e in F l a c h e n i n t e g r a l i i b e r die v o m 
Integra t i onsweg umschlossene Flache umgeschrieben werden : 
/ A{x) • dx = / d'xn • Tot A{x), 
JdA JA 
[111] 
wobei A das Dreieck s y m b o l i s i e r t , OA seinen R a n d , n seinen N o r m a l e n v e k t o r , dx 
das Wegelement auf d e m R a n d u n d d'x das Flachenelement des Dreiecks . D a z u 
p a r a m e t r i s i e r e n w i r die Flache des Q u a d r a t s gemafi 
X ^ q + Xiy + Asy', 
0 < A i , A 2 < l , A i + A 2 > 0 
(118) 
m i t neuen I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e n A i u n d A2. L i e g t das Dreieck i n der x - y - E b e n e , so 
l a u t e t die J a c o b i - D e t e r m i n a n t e 
5 ( X i , X 2 ) 




w e n n A gerade die Flache des Dreiecks i s t . D e r N o r m a l e n v e k t o r n ist p a r a l l e l zu 
y X y', so dafi das F lachen integra l w ie fo lgt geschrieben werden k a n n : 
1 1 
J^d'xn-TotA{x) = Jd\i J dX2 {y x y') • lot A{q + Xiy + X2y'). (120) 
- 1 
Ai+A2>0 
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D i e R o t a t i o n r o t A{q) des Vektorpo tent ia l s ist das magnetische Feld B{q). E ine 
R e i h e n e n t w i c k l u n g i n y u n d y' f i i h r t auf den Ausdruck 
n t n + m 5" 
„ r o ^ o (2i)"+-araii/ 'r 
ap"^ -' • (121) 
y" d A i J dA2 (y X y ') • r o t A{q + X^y + X2y') 
dp"" 
1 
-1 - 1 
y = y ' = 0 
D u r c h die W i r k u n g der A b l e i t u n g e n nach y u n d y' auf die E x p o n e n t i a l f u n k t i o n 
enstehen zusatz l iche a d d i t i v e Terme. Die exp l i z i te Berechnung dieser T e r m e kann 
m i t t e l s einer T a y l o r - E n t w i c k l u n g i n Ai u n d A2 erfolgen. 
q - y + y -
q + y - y 
q * y + y 
F i g u r I V . l : Das geschlossene L i n i e n i n t e g r a l i n der M u l t i p l i k a t i o n s f o r m e l 
D e r T e r m n iedr igs ter O r d n u n g laute t 
1 1 
y" d A i J dX2{y xy')-rot A{q + Xiy +X2y')^2{y xy')-rot A{q). (122) 
-1 - 1 
N i m m t m a n diesen T e r m m i t , so liest sich n u n die n iedr igste O r d n u n g i n der M u l -
t i p l i k a t i o n s f o r m e l anstel le von (25) 
1 OAdB, 
2 dpi dpj 
(123) 
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wobe i dcLS S k a l a r p r o d u k t m i t t e l s des v o l l s t a n d i g a n t i s y m m e t r i s c h e n Tensors i n dre i 
D i m e n s i o n e n , tijk, geschrieben w u r d e . Der K o m m u t a t o r i s t d a m i t 
fdAdB OAdB 
dpidqi dqidpij dpidpj 
+ z 6 „ , | ^ | ^ ( r o t A ( 9 ) ) . . (124) 
I m Fal le des K o m m u t a t o r s m i t A — p'/2m, w i e er i n der Bewegungsgle ichung auf-
t r i t t , f i i h r t dies au f den T e r m 
^ l * - / - 4 = ' £ - | ^ + < B ( , ) x ^ ) . * ^ . (125) 
W i e w i r g le ich sehen werden , v e r k o r p e r t der zusatzl iche T e r m gerade die L o r e n t z -
K r a f t . 
Zusatzterme in der Bewegungsgleichung 
G e m a l i (105) l a u t e t der H a m i l t o n - O p e r a t o r eines K l e i n - G o r d o n - T e i l c h e n s i n e inem 
aufieren Fe ld i n Z w e i - K o m p o n e n t e n - D a r s t e l l u n g 
jfj^ip- eA{q)Y eAo{q)]\) 
Zm 
m i t den M a t r i z e n a u n d b. Der zusatzl iche T e r m t r i t t a u f g r u n d der m i n i m a l e n 
Erse t zung idt idt — CAQ auf. D i e dazugehorige P h a s e n r a u m f u n k t i o n l a u t e t 
p' 
Pfj = -^a + mb+eAoiq)!! . (127) 
Sie e n t h a l t n u r den z e i t a r t i g e n A n t e i l AQ des V i e r e r p o t e n t i a l s . D i e sich daraus 
ergebenden T e r m e i n der Bewegungsgleichung s ind die fo lgenden: 
• D e r ze i ta r t i ge A n t e i l a m V i e r e r p o t e n t i a l , A Q , t r i t t a u f g r u n d der m i n i m a l e n 
Erse t zung idt —^ idt — eAo als zusatzl icher W e c h s e l w i r k u n g s t e r m i m H a m i l t o n -
O p e r a t o r auf: 
/ 1 0 \ 
( 0 1 j (128) 
Dieser T e r m ist e in einfacher P o t e n t i a l t e r m m i t d iagonaler M a t r i x s t r u k t u r u n d 
w i r k t gemafi (41) als zusatzl icher T e r m auf der rechten Seite der Bewegungs-
g le i chung 
ldP\ ~ ( - 2 i ) - ( " - i ) a M o g " P 
dq dp 
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• E i n we i t e rer T e r m ents teht aus der W i r k u n g der Z e i t a b l e i t u n g au f d ie W i g n e r -
F u n k t i o n , da d u r c h das L i n i e n i n t e g r a l n i c h t m e h r das M a t r i x e l e m e n t a l l e i n 
z e i t a b h a n g i g i s t : I m a l lgemeinen g i l t n a m l i c h 
' dt 
^iPd,A + i j dPy{q-\y\p\q+\y) 
(130) 
y = 0 
M i t der i i b l i c h e n R e i h e n e n t w i c k l u n g e r g i b t sich f i i r den z w e i t e n T e r m 
dP 
/ i ' ' 57^'^^ • '^ '^  
/ 3/=0 (131) 
= —e- + ... dt dp 
Dieser T e r m t r i t t m i t d e m entgegengesetzten Vorze ichen als zusatz l i cher B e i -
t r a g au f der rechten Seite der Bewegungsgle ichung (14) h i n z u . 
Be ide B e i t r a g e z u s a m m e n l a u t e n d a m i t : 
— e 
dAo dA\
+ ... (132) dq dt J dp 
Dieser T e r m t r i t t au f der rechten Seite der Bewegungsgle i chung h i n z u . D a er 
eine A b l e i t u n g v o n P nach der I m p u l s k o o r d i n a t e e n t h a l t , v e r k o r p e r t er e inen 




gerade das e lektr ische Fe ld d a r s t e l l t , r eprasent i e r t dieser T e r m die e l ek t ros ta -
t ische K r a f t au f die geladenen Te i l chen . Seine M a t r i x s t r u k t u r i s t d iagona l , so 
daf i w i r i h n insgesamt d u r c h die E r s e t z u n g 
' (134) 
dp 
i n der Bewegungsgle ichung ber i i cks i cht igen . Dies is t d ie k o r r e k t e F o r m der 
A b k o p p l u n g an das e lektr ische Fe ld . 
• D r i t t e n s e r g i b t die M u l t i p l i k a t i o n s f o r m e l e inen w e i t e r e n B e i t r a g aus d e m K o m -
m u t a t o r \p'/2m,p]. Gemaf i (125) h a t dieser B e i t r a g die F o r m 
-{a-P{p,q) + Piq,p)-a+). (135) 
mJ dp 
E r v e r k o r p e r t die L o r e n t z - K r a f t B{q) x v. Seine M a t r i x - S t r u k t u r e n t s p r i c h t 
der M a t r i x - S t r u k t u r des F l u f i t e r m s p • d/dq; d ie entsprechende kanonische 
E r s e t z u n g l a u t e t daher 
9 d f^, , p\ 
- P - - , - p . — + B{q)x — 
dq dq \ ' mJ 
d 
(136) 
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was gerade den der L o r e n t z - K r a f t entsprechenden T e r m i n der FluiJgle ichung 
gener ier t . 
M i t den be iden Ersetzungen (134) u n d (136) k a n n die Bewegungsgle ichung i n e i -
n e m a l lgemeinen e lektr ischen Fe ld f o r m u l i e r t werden . Diese E r s e t z u n g entspr i cht 
der Erse t zung , w i e sie i n den klassischen Bewegungsgle ichungen geladener Tei l chen 
i n e i n e m e lektromagnet i s chen Feld d u r c h g e f i i h r t werden m u f i . D u r c h die hoheren 
T e r m e der Re ihenentwi ck lungen k o n n e n Q u a n t e n k o r r e k t u r e n zur klassischen Bewe-
g u n g berechnet werden . D a z u besitzen die Gle i chungen noch eine M a t r i x s t r u k t u r , 
d ie f i i r d ie Paarerzeugung v e r a n t w o r t l i c h i s t , w ie w i r i m nachsten A b s c h n i t t sehen 
werden . 
r V . 2 . 4 D i e B e w e g u n g s g l e i c h u n g i n e i n e m e l e k t r i s c h e n F e l d 
E i n e r der interessantesten Ef fekte , die m i t t e l s der W i g n e r - F u n k t i o n des K l e i n - G o -
rdon-Feldes b e t r a c h t e t werden k o n n e n , ist die Paarerzeugung i n e i n e m k o n s t a n t e n 
homogenen e lektr ischen Fe ld . 
Bewegung in einem elektrischen Feld 
W i e w i r gesehen haben , ist d ie W i r k u n g des e lektr ischen Feldes i m klassischen Grenz -
f a l l , d .h . ohne Q u a n t e n k o r r e k t u r e n i m obigen Sinne, gerade d u r c h den fo lgenden 
T e r m , der zur Bewegungsgle ichung (69) h i n z u t r i t t , gegeben: 
fdP. N 
/ i n t 
dAo dA 
-d^--m^'^ 
^{q,p) = -e£{q).^{q,p). (137) 
D i e Q u a n t e n k o r r e k t u r e n entsprachen hoheren A b l e i t u n g e n des e lektr ischen Feldes, 
d ie i m Fal le eines homogenen Feldes verschwinden . Dieser T e r m beschreibt daher 
auch die Paarerzeugung i n e i n e m homogenen Fe ld . D a dieser T e r m i m Gegensatz zu 
den k inet i s chen T e r m e n , die die M a t r i z e n a u n d b e n t h a l t e n , d iagona l i s t , k a n n m a n 




v o r n i m m t . I m Fal le eines homogenen Feldes is t die sich so ergebende Bewegungs-
g le i chung sogar e x a k t . D i e Bewegungsgleichungen f i i r den Spa l t envektor / l a u t e n 
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d a n n 
' 4 + e . ( , ) 
dp \dt 
fx = 2 m / 4 , 
/ 3 = 
_p_ _ 5 / i 
m 
2 ( 
1 , 2 1 d'\ 
m p^ + 
\ 
1 / 
9 . 9 
I d'\ 
m 4d^q) 
f 9^ ^ 
m dq 
fl + mfa. 
(139) 
Dieser A u s d r u c k ist die G r u n d l a g e f i i r die U n t e r s u c h u n g v o n n i c h t - p e r t u r b a t i v e n 
E f f ek ten i n l angsam var i i e renden e lektr ischen Fe ldern . 
I n der oben genannten M a t r i x n o t a t i o n k a n n dieser Satz v o n Gle i chungen als 
d^ 
f = A f - ^ . ^ B f 
— m oq ^dt dpJ 
geschrieben werden . F i i h r t m a n wieder d iagonal is ier te V a r i a b l e n / gemafi 
m i t der M a t r i x g = U.{p) aus (92) e i n , so l a u t e t deren Bewegungsgle ichung 
(140) 
(141) 
I m z w e i t e n T e r m auf der l i n k e n Seite w i r k t die A b l e i t u n g nach d e m I m p u l s n i c h t 
n u r auf / , sondern auch auf U_. Daher e rg ib t sich 
^ d , d\ 
di^^'^'^-d-p) 
a - f ) / . ( M S ) 
Diese G l e i c h u n g unterscheidet sich v o n der fre ien Bewegungsgle ichung (94) neben 
d e m A b l e i t u n g s t e r m nach d e m I m p u l s auf der rechten Seite auch d u r c h e inen zusatz-
l i chen T e r m auf der l i n k e n Seite. D i e T r a n s f o r m a t i o n g sorgt d a f i i r , dafi d ie E igen -
schwingungen des lokalen Osz i l lators i n den einzelnen K o m p o n e n t e n des Vektors / 
n i c h t gekoppe l t s i n d . Daf i sie v o n p a b h a n g t , r e f l e k t i e r t , dafi be i verschiedenen I m -
pulsen d ie E igenschwingungen i n verschiedenen L i n e a r k o m b i n a t i o n e n der l iegen. 
D u r c h e i n aufieres elektrisches Fe ld bewegt sich e in Tei l chen d u r c h verschiedene Tel le 
des Phasenraums. Seine inneren Schwingungen s ind daher n i c h t m e h r ident i sch m i t 
den E igenschwingungen des P h a s e n r a u m p u n k t e s , an d e m es sich be f indet . Diese 
Phasendif ferenz f i i h r t zur Paarerzeugung. 
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Der Schwinger-Mechanismus 
I m Fal le eines konstantenen u n d homogenen e lektr ischen Feldes d a r f m a n die W i g -
n e r - F u n k t i o n als kons tant i m R a u m (aber n i c h t i n der Z e i t ) a n n e h m e n . Dies fo lgt 
aus der T r a n s l a t i o n s s y m m e t r i e des physikal ischen Prob lems . W i r werden sehen, dafi 
es t a t s a c h l i c h n i c h t - t r i v i a l e Losungen dieser F o r m g i b t . Das g i l t insbesondere des-
h a l b , w e i l d ie W i g n e r - F u n k t i o n aus einer D i c h t e m a t r i x hervorgeht , d ie w i e d e r u m 
bel iebige stat ist ische Uber lagerungen v o n quantenmechanischen Z u s t a n d e n e n t h a l t , 
so daf i , selbst w e n n die Zustande n i cht -homogene W e l l e n f u n k t i o n e n h a b e n , alle i h r e 
T r a n s l a t i o n e n m i t gleicher Wahrsche in l i chke i t einfl ief ien u n d sich die O r t s a b h a n g i g -
ke i t so s ta t i s t i s ch , w e n n auch n i c h t auf Ebene der M i k r o z u s t a n d e , a u s m i t t e l n la f i t . 
D a n n verschwinden al le A b l e i t u n g e n nach q, u n d die Bewegungsgle ichungen der fi 
l a u t e n : 














fl - 2 m / 4 , 
/2 = 0 
/3 
/4 






Diese ( d r e i , denn die zwei te e n t k o p p e l t ) Gle ichungen entsprechen den d r e i G l e i c h u n -
gen, die i n [Bia91] zur U n t e r s u c h u n g des Schwinger -Mechanismus bei F e r m i o n e n n u -
mer isch gelost w u r d e n . Z u r Zei t i s t noch u n g e k l a r t , ob auch die Gle i chungen hier 
dieselbe Losung l i e f e rn , d ie gerade der Schwinger -Formel en t spr i ch t . 
Entsprechend la f i t sich auch die Bewegungsgle ichung des Vektors / i n e inem 
homogenen e lektr ischen Feld angeben. M i t 








/ 0 0 - 1 - 1 \ 
0 0 0 0 
- 1 / 2 0 0 0 
- 1 / 2 0 0 0 y 
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D i e klassische Bewegung der Te i l chen d u r c h den P h a s e n r a u m k a n n aus diesen G l e i -
chungen e l i m i n i e r t werden . D a b e i ersetzt m a n d ie A b h a n g i g k e i t der P h a s e n r a u m -
f u n k t i o n / (p , t) v o n p d u r c h eine neue V a r i a b l e po, p = p(po, t), so daB p(po, gerade 
die klassische Bewegungsgle ichung 
= -eS (153) 
dt 
m i t der R a n d b e d i n g u n g be i einer Ze i t to 
p{po,t = to) = Po (154) 
e r f i i l l t . E i n e neue P h a s e n r a u m f u n k t i o n £'{po,t) w i r d d u r c h die Bez i ehung 
l{p{po,t),t)=l'{po,t) (155) 
de f in i e r t . D i e A b l e i t u n g der P h a s e n r a u m f u n k t i o n f_{p{poit),t) nach der Ze i t ist 




f{piPo,t),t)= I ' M + ^ ^ ^ ^ i - ^ , (156) 
dt dpo) dt' 
w a h r e n d die A b l e i t u n g nach d e m I m p u l s w e i t e r h i n 
| / ( p ( p o , i ) , 0 = ^ / ' ( P o , 0 (157) 
l a u t e t . Diese Bez iehungen b e w i r k e n gerade, daB die A b l e i t u n g nach d e m I m p u l s aus 
den Gle i chungen (149) heraus fa l l t u n d diese n u n l a u t e n : 
y . ^ , l j | o ^ , ; , ^ ; , , _ (158) 
| / 3 = e i : | ^ / ; + K £ , / 3 , (160) 
y . = , ' - ^ r , - 2 . E , U (161) 
D i e Gle i chungen e n t h a l t e n n u n keine A b l e i t u n g e n m e h r , aber u m den Preis eines 
ze i tabhang igen Impulses p ( p o , 0 - D i e zweite w i r d d u r c h die Setzung /2 — 0 iden -
t i s ch gelost, w i e es a u f g r u n d der L a d u n g s e r h a l t u n g zu e r w a r t e n w a r . Es v e r b l e i b t 
eine G l e i c h u n g i n den d r e i V a r i a b l e n / i , / s u n d / 4 , d ie f i i r d ie verschiedenen m o g l i -
chen Anfangs w e r t e po des Impulses gelost werden m u B . D a b e i s ind /a u n d als 
Osz i l l a t o ren der Eigenfrequenz 2Ep r i i c k g e k o p p e l t , d ie d u r c h / i erregt w e r d e n . D i e 
b e s t i m m e n d e Ro l l e spie lt dabei der ze i tabhangige Kopp lungskoe f f i z i ent 
e ^ ^ . (162) 
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E r verschwindet a s y m p t o t i s c h f i i r grofie Z e i t e n , was eine numer ische Berechnung 
e r m o g h c h t . B i s l a n g ist u n g e k l a r t , ob es wenigstens eine analyt i sche Naherungs losung 
g i b t . A n dieser Stel le verd ient die Tatsache E r w a h n u n g , dafi das obige V e r f a h r e n 
auch au f r a u m l i c h beschrankte Felder anwendbar isr , w e n n m a n n i cht - l oka le Q u a n -
tenef fekte ( B e u g u n g ) vernachlassigen k a n n . Dies b e g r i i n d e t die H o f f n u n g , Paarer-
zeugung i n Q C D - S t r i n g s m i t dieser M e t h o d e zu berechnen, i n d e m m a n das V a k u u m 
m o l e k u l a r d y n a m i s c h s i m u l i e r t . 
I V . 2 . 5 A u s b l i c k 
Z u r Ze i t ist noch u n g e k l a r t , ob die gleichzeit ige W i g n e r - F u n k t i o n z u m Vers tandnis 
der n i c h t - p e r t u r b a t i v e n S t r u k t u r v o n Quanten fe ld theor i en v o n N u t z e n i s t . Z u den 
gegenwaxtig untersuchten P h a n o m e n e n gehdren neben d e m Schwinger -Mechanismus 
die Frage der R e n o r m i e r u n g , die sog. back reaction, d .h . d ie R i i c k w i r k u n g der i m 
Schwinger -Mechanismus erzeugten Paare auf das Fe ld , die spontane S y m m e t r i e b r e -
chung be i selbstwechselwirkenden T h e o r i e n u n d die F o r m u h e r u n g des Formal i smus 
bei endl icher T e m p e r a t u r . D a z u s ind noch eine Reihe v o n theoret i schen Prob le -
m e n z u losen: I m Falle einer Quanten fe ld theor i e m u f i die W i g n e r - F u n k t i o n auf eine 
Hierarch ie v o n W i g n e r - F u n k t i o n e n , die hohere Greensche F u n k t i o n e n dars te l l en , er-
w e i t e r t werden . I m Z u s a m m e n h a n g d a m i t steht wahrsche in l i ch die Frage, w ie die 
Paarerzeugung i m Schwinger -Mechanismus i m R a h m e n einer E i n - T e i l c h e n - T h e o r i e , 
w ie sie oben f o r m u h e r t w u r d e , gemessen werden k a n n . Desweiteren ist der Z u -
s a m m e n h a n g zwischen der gle ichzeit igen u n d der split i i m e - W i g n e r - F u n k t i o n noch 
u n g e k l a r t . Schliefihch ist die E r w e i t e r u n g der Theor i e auf andere E i c h g r u p p e n u n d 
mog l i che A n w e n d u n g e n i n der Q u a n t e n c h r o m o d y n a m i k zu bedenken. O b dieses Pro -
g r a m m jemals d u r c h g e f i i h r t werden k a n n , u n d ob es neue E i n s i c h t e n l ie fern w i r d , ist 
gegenwart ig unsicher . Es besteht j edoch die Ho f fnung , dafi die gleichzeit ige W i g n e r -
F u n k t i o n zumindes t e inen B e i t r a g z u m Vers tandnis der S t r u k t u r des V a k u u m s u n d 
d a m i t der n i c h t - p e r t u r b a t i v e n Eigenschaften v o n Q u a n t e n f e l d t h e o r i e n le is ten w i r d . 
Kapitel V 
Zusammenfassung 
Das P r o b l e m der U n i t a r i t a t s v e r l e t z u n g be i der Paarerzeugung i n u l t r a r e l a t i v i -
st ischen Schwerionenstof ien w u r d e d u r c h eine B e t r a c h t u n g der fe ldtheoret ischen 
G r u n d l a g e n u n t e r s u c h t . D i e ( n i c h t - r a d i a t i v e ) Q u a n t e n e l e k t r o d y n a m i k i n e i n e m 
aufieren Fe ld w u r d e dabe i auf e i n D i rac -See -Mode l l z u r i i c k g e f i i h r t , dessen A q u i -
valenz zur n i c h t - r a d i a t i v e n Q E D sich aus der Gle i chhe i t der generierenden F u n k -
t i o n a l e ergab. L e t z t e r e lassen sich beide e x p l i z i t m i t t e l s des v o l l s t a n d i g e n Satzes 
der Losungen der D i r a c - G l e i c h u n g i m aufieren Fe ld ausdr i i cken . I m Gegensatz zu 
f r i i h e r e n A b l e i t u n g e n basiert diese M e t h o d e a l l e i n au f d e m P f a d i n t e g r a l - A n s a t z , 
was es e r m o g l i c h t , k l a r zwischen den phys ika l i sch vorgegebenen K o r r e l a t i o n s f u n k -
t i o n e n u n d i h r e m generierenden F u n k t i o n a l einerseits u n d andererseits zwischen 
den z u i h r e r I n t e r p r e t a t i o n k o n s t r u i e r t e n M o d e l l e n wie der Dirac-See zu unterschei -
den . Diese A b l e i t u n g k a n n daher als Fa l l s tud ie zur A n w e n d b a r k e i t u n d I n t e r p r e t a -
t i o n der P f a d i n t e g r a l - Q u a n t i s i e r u n g dienen. A u s d e m M o d e l l l ief ien sich d a r a u f h i n 
A u s d r i i c k e f i i r d ie P a a r e r z e u g u n g s a m p l i t u d e n u n d - m u l t i p h z i t a t e n errechnen, f i i r die 
n u r die K e n n t n i s der E i n - T e i l c h e n - ^ - M a t r i x e r f o rder l i ch i s t . Es s te l l t e sich heraus , 
dafi d ie M u l t i p l i z i t a t s v e r t e i l u n g i n n iedr igster N a h e r u n g eine Po i sson -Ver te i lung i s t , 
deren M i t t e l w e r t m i t der i n Storungstheor ie berechneten , U n i t a r i t a t ver le tzenden 
E i n - P a a r - W a h r s c h e i n l i c h k e i t ident i s ch i s t . A u f diese Weise k o n n t e n d ie Ergebnisse 
v o n Storungsrechnungen als M u l t i p l i z i t a t e n u m i n t e r p r e t i e r t u n d d a m i t die berech-
n e t e n W i r k u n g s q u e r s c h n i t t e gerecht fer t ig t werden . 
Z u r B e r e c h n u n g der M u l t i p h z i t a t e n w u r d e n verschiedene F o r m e n der Storungs -
theor ie d i s k u t i e r t , insbesondere e in au f ve rzer r t en K o n t i n u u m s w e l l e n basieren der 
sowie die Berechnung des Z w e i - P h o t o n e n - G r a p h e n aus der Feynmanschen Storungs -
theor ie . Besonderer W e r t w u r d e dabe i au f die A b l e i t u n g s to f iparameterabhangiger 
W a h r s c h e i n l i c h k e i t e n gelegt , w i e sie auch f i i r d ie Erzeugung schwererer Te i l chen v o n 
Interesse s i n d . Schl ief i l ich w u r d e eine s to f iparameterabhangige W e i z s a c k e r - W i l l i a m s -
N a h e r u n g f i i r d ie Berechnung bel iebiger Z w e i - P h o t o n e n - G r a p h e n k o n s t r u i e r t u n d auf 
das gestel l te P r o b l e m angewandt . D ie Ergebnisse deuten d a r a u f h i n , dafi be i k l e i n e n 
A b s t a n d e n (einige K e r n r a d i e n ) sehr hohe P a a r m u l t i p l i z i t a t e n zu e r w a r t e n s ind . E i n 
solcher E f f ekt v ie l facher Paarerzeugung ist i n der Q E D e i n m a l i g . Se lbs tvers tandl i ch 
ist n i c h t z u e r w a r t e n , dafi be i diesen M u l t i p l i z i t a t e n alle h ier gemachten N a h e r u n -
gen zutre f f en , aber selbst w e n n die M u l t i p l i z i t a t e n n u r i n der Gro f i enordnung k o r r e k t 
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s i n d , k o n n t e n z . B . auch koUekt ive Ef fekte w ie die R i i c k r e a k t i o n m i t d e m V a k u u m 
beobachtbar sein. E x p e r i m e n t e l l besteht die M o g l i c h k e i t , dafi einige der erzeugten 
E l e k t r o n e n v o n anderen K e r n e n eingefangen werden , die d a r a u f h i n i h r e n Ladungs -
z u s t a n d a n d e r n u n d d e m S t r a h l ver loren gehen. D a z u besteht die M o g h c h k e i t , aus 
der A n z a h l der erzeugten Pos i t ronen den Sto f iparameter u n d d a m i t die i n e i n e m 
Stofi vorhandene P h o t o n e n v e r t e i l u n g zu b e s t i m m e n . 
Schlief i l ich w u r d e e in neuer Zugang zur Paarerzeugung i n e i n e m aufieren Feld 
d i s k u t i e r t , der n i c h t auf der kanonisch q u a n t i s i e r t e n Fe ldtheor ie bas ier t , sondern 
auf d e m Formal i smus der W i g n e r - F u n k t i o n e n . D a die W i g n e r - F u n k t i o n eine For-
m u l i e r u n g der Q u a n t e n m e c h a n i k i m P h a s e n r a u m e r l a u b t u n d e inen besonders k l a -
r e n klassischen L imes bes i t z t , sol l te dies e in S c h r i t t i n R i c h t u n g einer semiklas-
sischen F o r m u l i e r u n g der Paarerzeugung u n d d a m i t zu einer e infacheren Berech-
n u n g sein. D a z u w u r d e die Phys ik der P h a s e n r a u m v e r t e i l u n g e n i n Ana log i e m i t 
der H i l b e r t r a u m - F o r m u l i e r u n g d u r c h E i n f i i h r e n einer n i c h t k o m m u t a t i v e n M u l t i p l i -
k a t i o n i m P h a s e n r a u m e n t w i c k e l t , was es ges ta t te t , i n einfacher Weise v o n einer 
Schrod inger -Gle i chung zu einer l inearen P h a s e n r a u m - G l e i c h u n g i iberzugehen . D ie 
verwendeten Phasenraumver te i lungen s ind n i ch t L o r e n t z - i n v a r i a n t , w ie i n der i i b l i -
chen re la t iv i s t i s chen T r a n s p o r t t h e o r i e f i i r Quantenfe lder , sondern werden zu e inem 
b e s t i m m t e n Z e i t p u n k t berechnet ( s inyZe -h 'me -Wigner -Funkt i on , D i rac -He isenberg -
W i g n e r - F u n k t i o n ) . I h r e Bewegungsgleichungen s ind daher echte Z e i t e n t w i c k l u n g s -
g le ichungen, w ie a m Beispie l des Kle in -Gordon-Fe ldes d e m o n s t r i e r t w u r d e , u n d zei-
gen e inen k l a r e n klassischen L imes . M i t t e l s des P r i n z i p s der E i c h i n v a r i a n z w u r d e die 
W e c h s e l w i r k u n g m i t e i n e m aufieren e lektromagnet ischen Fe ld i n besonders einfacher 
Weise e inge f i ihr t u n d eine Bewegungsgleichung f i i r K l e i n - G o r d o n - T e i l c h e n i n e i n e m 
aufieren e lektromagnet i schen Fe ld angegeben. Dieses V e r f a h r e n scheint besonders 
geeignet f i i r die Paarerzeugung i n e inem kons tanten oder n u r l angsam var i i erenden 
Fe ld , d . i . der Schwinger -Mechanismus , sowie f i i r k o l l e k t i v e Ef fekte . Es ist k l a r , dafi 
i n dieser R i c h t u n g wei tere Untersuchungen v o n n o t e n s ind . Insbesondere besteht die 
H o f f n u n g , dafi der s m y / e - i i m e - W i g n e r - F o r m a l i s m u s zur K l a r u n g v o n n i c h t p e r t u r b a -
t i v e n P h a n o m e n e n wie der Paarerzeugung i n Str ings [Sch90, SaiQl] u n d der R i i c k -
r e a k t i o n bei der Paarerzeugung i m e lektr ischen Feld [Eis88, Eis89, K l u 9 1 ] b e i t r a g t . 
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